Inhalt

1 Zahlbereiche

11
1.2
1.3
1.4
1.5

Mathematik FMS

Torsten Linnemann

Gymnasium Oberwil, Sommer 2022

N AT ol s TR ] a1 (=1 IO TP URPPR

Negative Zahlen

Bruchzahlen

Dezimalzahlen, Bruchzahlen und reelle Zahlen ...,

Lésungen



Mathematik FMS 1 Zahlbereiche

1 Zahlbereiche

1.1 Naturliche Zahlen

Zundachst gibt es eine Einflihrung in die natirlichen Zahlen, also 1, 2, 3 und so weiter. Addi-
tion und Multiplikation werden erklart. Das erscheint erst einmal sehr einfach. Mit dieser Er-
klarung konnen dann aber auch andere Sachen erklart werden: die Bruchrechenregeln, das
Multiplizieren zweier negativer Zahlen und schliesslich auch die Gesetze fiir Termumformun-
gen in der Algebra.

Natiirliche Zahlen sind die Zahlen 1, 2, 3 ... und so weiter. Es gibt keine grosste natliirliche
Zahl. Durch Abzahlen l3sst sich feststellen, wie viele Objekte vorhanden sind.

Es lasst sich leicht
feststellen, ob zwei Mengen
die gleiche Anzahl Elemente
haben. Hier zum Beispiel 4
Wendeplattchen und 4
Blumen.

Die Zahl 4 ist damit eine Eigenschaft, die alle Mengen mit der gleichen Anzahl Elemente ge-
meinsam haben.

Und die Zahl 5 ergibt sich, indem ein Element hinzugefiigt wird.

Addition bedeutet, Mengen zusammenzufihren und die Ele- .. o

mente zu zahlen. ... . .

Im Bild rechts also 5+4

Von nun an werden wir die Wendeplattchen anordnen, so dass '.." .Q..

das Bild von 5+4 sich ergibt als:

Mit dieser Interpretation kdnnen wir nun die Rechengesetze fiir die Addition erklaren.

Kommutativgesetz der Addition : Die Reihenfolge spielt bei der Addition keine Rolle.
a+b=b+a

Begrindung: einfach das Bild um 180 Grad drehen. So wird aus ...Q. .Q..

5+4 sofort 4+5

Das nachste Rechengesetz ist oft wichtig, um Rechnungen zu vereinfachen. Statt (6+28)+12
Iasst sich rechnen 6+(28+12), was die Zehneribertrage einfacher macht.
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Assoziativgesetz der Addition : Bei der Addition spielen Klammern keine Rolle.
(a+b)+c=a+(b+c)

Begriindung: Beide Rechnungen enthalten die glei-
che Anzahl Pléttchen. 000 €000 00
00 0 g0 0

Die Multiplikation wird erklart als wiederholte Addition.

Also3:-4=4+4+4
Zentral ist es nun zu erkennen, dass damit eine Flache definiert wird. 3 - 4 . . . ‘

ist die Flache des Rechtecks mit den Seitenldngen 3 und 4.
Und 6 - 9 ist die Flache des Rechtecks mit den Seitenlangen 6 und 9. “ ‘ ‘

Satz: Das Rechteck mit den Seitenlangen m und n hat die Flache m - n

Wir kdnnen nun die Wendeplattchen weglassen und einfach Flachen zeichnen. Mit diesem
Satz lassen sich nun alle Rechengesetze, die die Multiplikation betreffen, erklaren.

Dieser Satz wird problematisch, wenn mit Einheiten wie zum Beispiel Zentimeter gearbeitet
wird. Dannist3 -4 =12

e zum einen eine Flache, mit Flacheneinheit Quadratzentimeter, und
e zum anderen 3 Mal die Lange 4, also 12 Zentimeter.

Solange ohne Einheiten gerechnet wird wie in den Beispielen mit den Wendeplattchen, erge-
ben sich aber keine Probleme mit der Interpretation.

Aufgabe 1

Erklaren Sie den folgenden Zusammenhang. Arbeiten Sie mit der Interpretation als Flache
und begriinden Sie (analog zum Kommutativgesetz der Addition), dass beide Flachen gleich
sind.

Kommutativgesetz der Multiplikation : Bei der Multiplikation spielt die Reihenfolge keine
Rolle:a-b=b-a

Aufgabe 2

Erklaren Sie den folgenden Zusammenhang. Arbeiten Sie mit der Interpretation als Flache
und begriinden Sie (analog zum Kommutativgesetz der Addition), dass beide Flachen gleich
sind. Zur Veranschaulichung kénnen Sie das Beispiel 3 - (4 + 5) verwenden.
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Distributivgesetz der Multiplikation : Eine Klammer, die aus einer Summe besteht) wird mit
einer Zahl multipliziert, indem jeder Summand in der Klammer mit der Zahl multipliziert
wird:

a-(b+c)=a-b+a-c

Aufgabe 3 «Malkreuz», Klammern ausmultiplizieren

Veranschaulichen Sie nun, dass folgende Regel zum Ausmultiplizieren von Klammern gilt:
(a+b)-(c+d)=ac+ad+ bc+bd

Hinweis: die Malpunkte zwischen den Variablen wurden hier weggelassen. Veranschaulichen

Sie das zugehorige Rechteck mit den Seitenlangen a + b und ¢ + d.

Aufgabe 4 Hier kommt zuerst das zu erkldrende Gesetz, und dann der Auftrag

Assoziativgesetz der Multiplikation: (a-b) -c=a-(b-c)

a) Hier muss also nicht jedes Glied der Klammer mit ¢ multipliziert werden. Rechnen Sie
das am Beispiel nach (3 - 4) - 5und (3- 5)- (4-5).

b) Ein Quader hat das Volumen «Grundflache - Hohe». Interpretieren Sie zuerst (a- b)
als Grundflache, kippen Sie den Quader dann, so dass (b- ¢) zur Grundflache wird und
erklaren Sie damit den Zusammenhang. Hier missen Sie also Quader skizzieren.

Aufgabe 5 Detti behauptet, dass 327- 438=300- 400+20- 30+7- 8=120'654. Skizzieren Sie
eine Flache, die zur Aufgabe passt, und erklaren Sie den Fehler.

1.2 Negative Zahlen

Das Hauptproblem bei den negativen Zahlen ist die Definition der Multiplikation negativer
Zahlen: «Minus mal Minus gibt Plus». Negative Zahlen lassen sich noch recht gut erklaren:
Schulden, negative Temperaturen. Die Multiplikation zweier negativer Zahlen ist im Zusam-
menhang aber meist sehr konstruiert. Wir gehen hier den innermathematischen Weg, und
wollen das Rechnen mit negativen Zahlen so einrichten, dass die Rechengesetze weiter giiltig
bleiben. Dabei hilft uns dann wieder, die Multiplikation als Flache zu sehen. Die Definition
negativer Zahlen erfolgt Giber die Gleichung a + (—a) = 0 und nicht Giber die Rechnung

b —a.

Definition negativer Zahlen : Die Zahl —a ist diejenige Zahl, die mit a addiert Null ergibt.
Also

a+(—a)=0.

Die Schreibweise b — a ist eine Abkirzung fur b + (—a).

Die natlirlichen Zahlen und die Negativen der natiirlichen Zahlen bilden zusammen mit der
Null den Zahlbereich der ganzen Zahlen:

Die ganzen Zahlen Z sind die Zahlen ...,-3, -2, -1,0,1,2,3...
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Also ist die 0 eine ganze Zahl, und auch die 42, und -13. Nicht aber -0.5

Anschaulich ist es aber das bekannte Wegnehmen. Rechts sehen 0.“‘
Sie eine Visualisierung von 5 + (—5). Negative Zahlen werden :
hier meist in rot visualisiert. ..”.

Unten finden Sie zwei Visualisierungenvon 5 — 2 = 3.

Multiplikation mit einer negativen Zahl: Fiir zwei positive Zahlen a und c gilt

a-(—c)=—(ac)
Das Produkt einer positiven und einer negativen Zahl ist also negativ.

Die Begriindung erfolgt mit der Flacheninterpretation

und dem Distributivgesetz: v ‘/R—\

¢

zogen wird. Damit dieses Flachenbild weiter gilt muss a - . . . ”
(—c) negativ sein. a ‘.. ..

Die Multiplikation von a mit b — c ist die blaue Flache.

Das ist das gleiche, wie wenn von ab die Flache ac abge-

Aufgabe 6 Minus Mal Minus gibt Plus

Diese Regel kann mit Hilfe der Fliche (a — b) - (¢ — d) visualisiert und begriindet werden.
Das soll nun am Beispiel a=5, b=1, ¢=6 und d=2 durchgefiihrt werden. Verwenden Sie dafiir
Wendeplattchen, oder einfach rechteckige Papierstiicke vom Mass
a-c=5-6,a-d=5-2,b-c=1-6undb-d=1"-2.Legen Sie die Stiickchen so Uber-
einander, dass die Fliche (a — b) - (¢ — d) entsteht. Interpretieren Sie die Vorzeichen, die
zu den Flachenstiicken gehéren.

Multiplikation zweier negativer
Zahlen :

(a—b)(c—d)=ac—ad — bc+ bd
Und insbesondere :

(=b) - (~d) = bd

Das Negative einer negativen Zahl ist —(—a) = a.

Wir wissen bereits: Wenn wir mit einer negativen Zahl multiplizieren, so kehrt sich das
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Vorzeichen. Damit gilt (—1) - a = —a. Fiir —a kdnnen wir also (—1)a schreiben. Also
(~a)=(-1D-(-a)=1-a=a

Aufgabe 7 Berechnen Sie ohne Taschenrechner
a)(5—-3)- (7-10) b)(3—5)- (2—-9) c)(8—-6)- (15-3)
d@8—-6)- (7—9)-5 e)(27-5)- (15-8-7)

Aufgabe 8 Rechnen Sie auf zwei Arten ohne Taschenrechner
a)(12—-6)- (14-7) b) (10+3)-(20+7)

Aufgabe 9 Berechnen Sie ohne Taschenrechner.
3) 6-(5-(4-(3- 2= 1)) )6 (- (4(-3(-2- 1))
1.3 Bruchzahlen

1.3.1 Briiche im Rechteckmodell

Der innermathematische Grund, negative Zahlen einzufiihren, waren unlosbare Gleichun-
gen, wie zum Beispiel 7 + x = 5 oder 2 + x = 0. So lassen sich auch die Briiche einfiihren

Der Bruch % = x ist die Losung der Gleichung nx = m.

Der Bruch ; |6st die Gleichung 7x = 5.

Eine mogliche Visualisierung von - ist, sich ein Ganzes in

7 Teile aufgeteilt vorzustellen, und davon 5 Teile zu neh-

men. In welche Richtung die Streifen gehen, spielt keine

Rolle. Die Kantenldnge des hier dargestellten Quadrats

ist also 1. Wir missen wieder darauf achten, uns keine
Einheiten vorzustellen.

Die untere Zahl, die 7, benennt also, wie gross die Stiicke sind: die untere Zahl heisst Nenner.
Die obere Zahl zahlt, wie viele Stiicke vorhanden sind: der Zahler.
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1.3.2 Addition und Subtraktion

.. 2 1
Beispiel : — + -
3 4

Die beiden Briiche sind rechts dargestellt. Das Problem

ist, dass die dargestellten Streifen rechts und links ver-

schiedene Flachen haben. Wir konnen nicht einfach et-

was addieren.

Zunachst mussen die Flachenstiicke gleich gross sein. Wir

teilen die Quadrate noch einmal auf: das erste Quadrat in

4 Stiicke, die Linien sind senkrecht zu den bereits beste-

henden. Und genauso mit dem zweiten Quadrat.

Nun sind beide Quadrate in gleich grosse Stlicke aufgeteilt —in 3- 4=12 Sticke. Im ersten
Quadrat haben wir 2- 4=8 Stiicke, im zweiten 1- 3=3 Stiicke. Insgesamt 8+3=11 Stticke. Also:

2 1 11

372712

Dieses Vorgehen kdnnen wir verallgemeinern.

Wenn - + s rechnen, miissen wir zuerst «verfeinern»=erweitern auf n- g Stlicke. Im Zahler

gibt das im ersten Bruch m- q Stiicke, im zweiten gibt es p- n Stlicke. Insgesamt

p _ mq—pn

P _ marpm Analog die Subtraktion: Z_2_
n n q nq

Addition von Briichen: % + p

Beispiele und die Einfiihrung des Kiirzens.

10+15
20

sen sich jeweils 5 Stlicke zusammenfassen. Das gibt 5 Stlicke im Zahler, und vier im

2 3 24 35 25 . . .. 1 .
s - L-—=—|—= = — Das sind 25 Stiicke, die jeweils — gross sind. Davon las-
5 4 54 54 20 20

Nenner. Wir erhalten den gekiirzten Bruch 7 Zum Kiirzen missen Zahler und Nenner

in Faktoren zerlegt werden. Die gleichen Faktoren kénnen gekiirzt werden.

% = E = %’ Ubrigens ist dieser Bruch grosser als 1. Dafiir gibt es die Schreibweise

1 . . .
1 ¥ Das werden wir aber nicht weiter verwenden.

13 3

* S 7 Wenn wir hier erweitern, ergeben sich hohe Zahlen. Der erste Bruch lasst sich
. 13 3 113 3 1 3 4 9 -5
aber bereits kiirzen. Wir rechnenalso: ——~-=——-=-—-=— — — = —,
39 4 313 4 4 12 12 12

Hier haben wir =5 Teile im Zahler, eine negative Zahl. Ebenso ist es, wenn wir im Nenner eine
negative Zahl haben. Das fihrt zu:

—% = % = _ﬂn Die letzte Variante ist zur Darstellung eines Bruchs im Endergebnis nicht ge-

brauchlich, die ersten beiden schon.
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1.3.3 Multiplikation von Briichen.

Zundchst die Multiplikation eines Bruchs mit einer natiirlichen Zahl:

Beispiel : 3 - ; . Dieser Bruch bedeutet, dass wir 5 Stiicke haben, die jeweils % gross sind.

15

Wenn wir das mal drei nehmen, haben wir 15 Stlicke der gleichen Grosse. Also 3 - ; =—

Multiplikation mit einer natiirlichen Zahl : a - % = %

Bei der Multiplikation zweier Briiche kénnen wir die Vorstellung als Teil eines ganzen brau-

chen.
.. 3 2
Beispiel : = - -.
4 3
. 2 . 3 . s
Wir gehen aus von 3 Davon brauchen wir " Das heisst, wir teilen das Ganze

noch einmal in vier Teile auf. Vom blau markierten Stlick brauchen wir nur

3 von Vieren. Das wird noch deutlicher, wenn wir die Aufteilung einzeich-

nen.

Wir haben nun 4- 3 =12 Teile, von denen 2- 3 doppelt gefarbt sind. Also:
32 6

4 3 12

mp

nq

Multiplikation von Briichen: %

<=

Das Kurzen ist wieder wichtig.

Beispiele und der Umgang mit dem Kiirzen

e Bereits in unserem Ausgangsbeispiel hatten wir kiirzen kénnen:

3.2 32, . . . 2 1
- .= = — (Hier lasst sich 3 kiirzen) = - ==
4 3 43 4 2

1.3.4 Division von Briichen

Die Regeln werden plausibel gemacht, ohne das Flachenmodell zu nutzen. Wir nutzen die In-
terpretation des Teilens als «passen in»:

Beispiel: Was ist 20: E? Das wird mit einer kleinen Geschichte erklart.

Wir haben 20 Apfel. Wie viele Teller braucht es, wenn auf jedem Teller 5 Apfel liegen sollen?
Wie oft passen 5 Apfel in 20 Apfel? 20:5=4 (Wir brauchen 4 Teller)

Wie oft passen 4 Apfel in 20 Apfel? 20:4=5 (Wir brauchen 5 Teller)

Wie oft passen 2 Apfel in 20 Apfel? 20:2=10 (Wir brauchen 10 Teller)

Nun kommt auf jeden Teller nur ein halber Apfel.
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Wie oft passt % Apfel in 20 Apfel? 20:% =40 (Wir brauchen 40 Teller.)

Genauso lasst sich die Rechnung 60 - % Ubersetzten in: Wie oft passt% in 607 Also 300.
Ich habe 10 Glas Konfitlire, von der ich jeden Tag % Glas esse. Die Konfitlre reicht fur

10:% = 40 Tage.

Wir missen also mit dem Nenner multiplizieren. Das geht mit allen Zahlen, und wir erhalten.

Division durch einen Bruch mit 1 im Zdhler: a:

Q| =

=a-q

Nun zum Fall Bruch: Bruch

Beispiel :%:S. Um zu sehen, was hier passiert, erweitern wir beide Briiche auf 6- 5=30. Der

. . . . 5

erste Zahler wird zu 5- 5=25 und der zweite zu3:- 6=18. Wir erhalten 2—0 3 g.

. 8. 25

Wie oft passen ZinZy
30 30

Wir reden also von Stiicken, die jeweils 31—0 gross sind. Aber die Grosse der Stiicke spielt ei-

gentlich keine Rolle. Wir kénnen uns genauso gut Uberlegen, wie oft 18 in 25 passt. Das ent-

spricht der Division 25:18. Und wenn wir uns noch liberlegen, wie die 18 und die 25 zustande

. ., 53 55 36 55
kamen, so ergibt sich PRt =i

Ersetzen wir unser Zahlenbeispiel durch Buchstaben, so erhalten wir die allgemeine

Bruchrechenregel fiir die Division

_mq

_np

|3
SRS

1.3.5 Die rationalen Zahlen

Die rationalen Zahlen Q umfassen alle Briiche s, wobei p eine ganze Zahl ist und q eine na-

tarliche Zahl.

. . 517 2 -5 _ . .
Beispiele sind also Pl aber auch 7 oder -5, denn —5 = PR Briiche werden im Ender-

gebnis immer gekirzt dargestellt, " ist kein zuldssiges Ergebnis.

Aufgabe 10 Berechnen Sie ohne Taschenrechner

a) 242 b)— 42 QL2 d)s.2 e)=.12
48 12 ' 9 4 6 8 6 9 8
2.3 34 2 5,17 . 5 17

=355 8y 30 (2+7) )30 (2 %)




Mathematik FMS 1 Zahlbereiche

1.4 Dezimalzahlen, Bruchzahlen und reelle Zahlen

1.4.1 Bruchzahlen in Dezimalzahlen verwandeln und umgekehrt

Eine ausfiihrlichere Darstellung dieser Zusammenhange findet sich als Screencast:
https://www.material.tolinnemann.ch/PH FHNW/Prim FW211/rationale zah-
len/210430 dezimalzahlen.mp4

Eine Dezimalzahl ist beispielsweise 234.357 oder auch 17.42424242..=17.42. So wie die
Zahlen vor dem Komma Einer, Zehner, Hunderter usw. bedeuten, so bedeuten die Zahlen

nach dem Komma Zehntel, Hundertstel usw. Also ist 0.2=2 Zehntel =% = % Abbrechende

Dezimalzahlen lassen sich also einfach in Briiche umwandeln. Wie ist es aber mit periodi-
schen Dezimalzahlen? Dazu betrachten wir zunachst einmal eine Divison, beispielsweise
8:17. Bei der schriftlichen Division kdnnen in den einzelnen Schritten nur die Reste 1 bis 16
Ubrig bleiben. Falls einmal die Null als Rest kommt, bricht die Division ab. Spatestens nach 16
Schritten wiederholen sich die Rechnung

Wird ein Bruch durch eine schriftliche Division in einen Dezimalbruch entwickelt, so bricht
die Darstellung irgendwann ab, oder es gibt eine Periode.

Nun wird kurz erklart, wie sich aus einem Dezimalbruch ein Bruch finden I3sst.

Beispiel : 17. 42.

Wir multiplizieren

x = 17.42=17.42424242... mit 100 und erhalten
100x = 1742.42.4242 ... Die beiden voneinander abgezogen gibt
99x = 1742.424242 ...— 17.424242 ... = 1725. Umformen ergibt

_1n2s o —
X = 99 = .

Analog lassen sich alle Perioden der Lange 2 in Briiche mit dem Nenner 99 entwickeln, Perio-

den mit der Lange 3 in den Nenner 999 und so weiter. Und mit der Periodenlange 1 ergibt

. _— . =  3.3333.-03333.. 3 1
sich beispielsweise: 0.3 = — 5 =53

Aufgabe 11 Verwandeln Sie in eine Dezimalzahl

1 1 3 1

Aufgabe 12 Verwandeln Sie in einen Bruch
a) 0.125 b)73.3 c) 0.34 d)o.1
e) 0.324 f) 1.324
1.4.2 Reelle Zahlen
Alle Briiche lassen sich also als periodische Dezimalzahlen oder abbrechende

10
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Dezimalzahlen schreiben. Damit bietet sich die folgende Erweiterung der Zahlbereiche
an.

Die reellen Zahlen R bestehen aus allen Dezimalzahlen, positive und negative, abbrechende,
periodische und nicht periodische.

Die neu eingefiihrten nicht abbrechenden Dezimalzahlen nennen wir irrationale Zahlen.

Es stellt sich die Frage, ob es diese Erweiterung liberhaupt braucht.

Ja. Und das kdnnen wir wieder mit einer Gleichung begriinden.

Wir suchen die Wurzel aus 2, also die Zahl x, deren Quadrat 2 ist: x?=2.

Wir kdnnen diese Zahl als Dezimalzahl entwickeln, indem wir geeignete Kandidaten mit im-
mer mehr Kommastellen quadrieren. Also:

1-1<2<2-2

1.4-1.4<2<1.5-1.5

1.41-1.41<2<1.42-1.42

Die Wurzel aus 2 liegt also zwischen 1.41 und 1.42. Es l3sst sich zeigen, dass die Wurzel aus 2
keine rationale Zahl ist. Auf Wikipedia findet sich ein Beweis:
https://de.wikipedia.org/wiki/Beweis der Irrationalit%C3%A4t der Wur-

zel aus 2 bei Euklid

Es ist sogar so, dass die Wurzel jeder natirlicher Zahl eine irrationale Zahl ist — ausser die
Ausgangszahl war eine Quadratzahl.

Kénnen wir nun jede Gleichung I6sen in uns bekannten Zahlbereichen?

1.4.3 Bruchzahlen oder Dezimalzahlen?

Dieser Abschnitt gibt Antworten zur Frage, ob als Ergebnis eine Bruchzahl oder eine Dezimal-
zahl gewahlt werden soll.

Bruchzahlen werden verwendet, wenn eine absolute Genauigkeit verwendet werden soll.
Wenn Eine Strecke gedrittelt wird, ist noch % vorhanden. In der Realitdt ist das nicht so genau
zu tun. Wenn 1 Liter einer Flssigkeit in der Realitat gedrittelt und in Dosen abgefllt wird, so
ist nie in jedem Behalter genau gleich viel vorhanden. So sollte, abhangig von der Mess-
genauigkeit, auf den Behéltern dann besser 0.3 Liter, oder 0.33 Liter, oder 0.333 Liter ste-
hen.

Briiche treten also vor allem in innermathematischen Zusammenhangen auf, oder bei der
Verwendung praziser Formeln. In der Volumenformel fiir eine Pyramide mit Grundflache G
und Hohe h steht zum Beispiel IV = %G - h. Hier wird mit mathematischer Prazision gedrit-
telt. Wenn die Grundflache in einem realen Beispiel 143,52 cm? betrégt, und die Héhe 17.48
cm, dann reicht es, 0.33- 143.52- 17.48 zu rechnen.

11
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15

Losungen

1 Zeichnung um 90 Grad drehen.

2

Malfeld zeichnen, nach unten a, nach rechts a+b

Malkreuz zeichnen.

Quader zeichnen.

1 Zahlbereiche

Ein Rechteck zeichnen. Nach unten die Kante aufteilen in drei Stiicke: 300, 20 und 7. Ana-

log fur die Breite. Das gibt eine Aufteilung in 9 Flachen, die der Rechnung entspricht.

Detti hat nur drei Flachen beriicksichtigt.

Losungsidee, mit Wendeplattchen, noch ohne ausformulierte Begriindung:

10

11

12

a)-6 b)14 c¢)24 d)20 e)0

a) Einfacher ist es, zunachst die beiden Klammern auszurechnen, und dann zu multiplizie-

ren. Es ergibt 42. Alternativ kann auch ausmultipliziert werden und es gibt auch 42.

b) 351
a)3 b) 216
a) = b) =~
g 42  h)127
a) 0.1

al b) =

11 1
i) 85
b) 0.008
c)% d) =

c) 0.428571

324
e)—
999

f) -3

d) 0.125

)% _ ¥
999 ~ 37

12
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