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1 Einfahrung

1.1 Zur Arbeit mit dem Leitprogramm

Die Vektorgeometrie ist ein relativ neues Gebiet der Mathi#hkn es stammt aus dem 19. Jahr-
hundert. Zum Vergleich: Dinge wie der Satz des Pythagorad sthon im alten Babylon bekannt
gewesen, die systematische Grundlegung der Geometridlrititem Konstruktionen fand in der
Zeit der Griechen ihre Blite. Die Trigonometrie ist genae wie Algebra in Arabien um die
Jahrtausendwende (die vorletzte) entstanden.

In der Vektorgeometrie wird die Geometrie noch mehr der Bigezugéanglich gemacht. Vekto-
ren, Ebenen und Geraden lassen sich in Koordinaten darstatid so rechnerisch addieren und
strecken. Winkel lassen sich mit den trigonometrischenkfamen berechnen.

Mit diesem Leitprogramm kannst du dich in die Vektorgeoimeegiarbeiten. An vielen Stellen
ist die Anschauung wichtig. Arbeite deshalb mit Deiner N@atn eng zusammen, so dass ihr
miteinander die Zusammenhange erschliessen konnt. Ged&sappen sollten sich aber nicht
bilden.

Wenn mal etwas nicht gleich verstanden wird, solltest dstees noch einmal nachdenken, zwei-
tens deine Nachbarin fragen und drittens dich an die Lefiriranden.

Zur Lernkontrolle sind Tests in das Leitprogramm eingeb®vénn du so weit gekommen bist,
wende dich bitte an die Lehrkraft, das gibt dann ein Aufgalketh (Kapiteltest), das du ohne Hil-
fe l6sen sollst. Die Lésung zum Blatt wird abgegeben und venLebhrkraft korrigiert. Sollte sie
noch Fehler enthalten, so teilt die Lehrkraft mit, was zuiin

Die Aufgabennummern beziehen sich auf das Buch:

Torsten Linnemann, Andreas NuUesch, Christian Ruede undjttgnStocker (2009): Vektoren:
Raumvorstellung, Kalkil, Anwendung. Zirich: Orell Fusgtrlag (ISBN: 978-3-280-04058-4)

Dieses Buch muss also zur Verwendung des Leitprogrammdegen.

Das Leitprogramm soll als elementare Einflhrung verstanderden. Fir ein tieferes Versténdnis
sind weitere Aufgaben, zum Beispiel aus oben genanntem,Bwattvendig.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG Kapitel 1. Einfihrung

1.2 Ubersicht tiber das Leitprogramm

Zum Einstieg gleich einige Aufgaben aus dem Buch:

& Bearbeite die Aufgaben 1.1 bis 1.3.

In den Kapiteln 2 und 3 werden die Grundlagen der Vektorrengrgelegt. Vektoren lassen sich
addieren und subtrahieren. Sie kdnnen mit Zahlen muligstizverden: Daraus entsteht diek-
toralgebra. Dann lernt ihr zwei wichtige Methoden kennen, Vektoreneinander zu verknipfen:
Skalarprodukt und Vektorprodukt. Diese beiden erlauberestzustellen, ob Vektoren senkrecht
zueinander sind und Winkel zwischen Vektoren zu berechnen.

Nach den Kapiteln 2 un@? konnt ihr:
e \ektoren zeichnerisch und in Koordinaten addieren undtistnme

e \ektoren aus der Koordinatendarstellung heraus zeichndrfeststellen, ob sie parallel
sind.

e die Langen von Vektoren in Ebene und Raum aus den Koordirzstimmen.
e den Winkel zwischen zwei Vektoren mit defalarprodukt bestimmen.
e mit dem Skalarprodukt bestimmen, ob Vektoren senkrecht zueinander sind.

e zu zwei Vektoren einen dritten berechnen, der senkrechtlenfbeiden steht. Dazu ist das
Vektorprodukt da.

Im Kapitel 4 wird dies auiGeraden angewendet: Mit Hilfe von Koordinaten und Vektoren las-
sen sich diese algebraisch beschreiben und auch Schhigpermitteln. Mit dem Skalarprodukt
lassen sich Winkel bestimmen und auch zwei SchreibweisanGaraden miteinander verbinden:
die (neu zu lernende Schreibweise mit Vektoren) und die dazrgleichungely = mx+g.

Im Kapitel 5 wird dieses Programm albenen angewendet. Hier kommt dann auch das Vektor-
produkt zum Zuge. Ausserdem wird die gegenseitige Lage veradzn und Ebenen betrachtet.



2 Vektoralgebra

2.1 Verschiebungen und Pfeile

In der Geometrie habt ihr verschiedene «Kongruenzabligjenn kennen gelernt. Es sind dies
zum Beispiel Geradenspiegelungen, Drehungen und Velsalgen. Fir die Vektorgeometrie
besonders wichtig sind die Verschiebungen. (Drehungesetasich mit Hilfe von Geometrie und
Vektoren dann auch beschreiben — das erfolgt aber nichtelsedi Leitprogramm.)

Bei einer Verschiebung werdeable Punkte der Ebene um eine gewisse Lange in eine gewisse
Richtung verschoben. Punkt und Bildpunkt lassen sich migrai Pfeil verbinden. Die Menge
dieser gleich langen und gleich gerichteten Pfeile be#tmhadso die Verschiebung. Eigentlich
reicht aber ein Pfeil aus, um die Verschiebung zu bescheiDer Ansatzpunkt des Pfeils ist
dann einfach verschieden fir jeden zu verschiebenden Phaktfihrt zu folgender Definition:

Definition 1

EinVektor fasst alle gleich langen Pfeile gleicher Richtung zusammen
Ein gezeichneter Pfeitprasentiertdiesen Vektor.

Beispiel 1

LD A

Alle oben gezeichneten Pfeile reprasentieren den gleitiétor. Wird im Folgenden ein Buch-
stabe mit einem Pfeil gekennzeichnet, so handelt es sichinen &ektor. Beispiel:d

Verschiebungen lassen sich aneinanderhangen. Das wirdemAddtion von Vektoren realisiert.



KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA Kapitel 2. Vektoralgebra

Definition 2

Mit & + b wird ein Vektor bezeichnet, der folgendermassen durch #ramglerhdngen» der
beiden urspriinglichen Vektoren entsteht:

Ebenso lasst sich die Verlangerung eines Vektors realisier

Definition 3
a
Das Produkt des Vektoid = | a, | mitr € R istr Mal so lang wied und zeigt fim grés-
az
ser0 in die gleiche Richtung wi@ und fiirr kleinerQ in die entgegengesetzte Richtung.

a2 2
a2 =

Definition 4

Der Kehrvektor von 3 ist gleich lang wied, schaut aber in die entgegengesetzte Richtung.
Wir bezeichnen ihn mit-&.

—>

-



2.1. VERSCHIEBUNGEN UND PFEILE

& Bearbeite die Aufgaben 2.1 bis 2.4.

Definition 5

[Linearkombinationen] Der Vektard + sb heisst Linearkombination der Vektor@und
b

§eispiel 2

Der Vektor @ aus Aufgabe 2.1 lasst sich folgendermassen als Linearkutidn vonb und d
schreiben:
Z=d-05b

& Bearbeite Aufgabe 2.19.

_Definition 6

zwei Vektoren heissekollinear, wenn es eine Zahl+ 0 gibt, so dass& = b.

Oft werden wir zwei Punkte verbinden missen. Der Vektor,dierVerschiebung vom einen zum
anderen Punkt realisiert, bekommt eine besondere Bezeighn

Definition 7

Gegeben sind zwei PunkéeundB. Der Vektor, der die Vlerschiebung vénnachB bedeu-
tet, heissBB. Er wird repréasentiert durch einen Pfeil vAmachB.

Definition 8

Der VektorOA heisstOrtsvektorzum Punki. Er hat einen Représentanten, der vom Ur-
sprung nachh zeigt.

Beachte, dasAB und BA entgegengesetzte Vorzeichen haben.

& Bearbeite die Aufgaben 2.6 und 2.21 (6 Teilaufgaben) und
2.25.



KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA Kapitel 2. Vektoralgebra

2.2 Vektoren in Komponentendarstellung

Um die Position eines Flugzeuges anzugeben werden dreib&ngaendtigt: Die Position in Ost-
West-Richtung, die Position in Nord-Sud-Richtung und diegRthe.

Dies ist allgemein so, wenn eine Position im Raume besatmieterden soll.

Genau wie beim ebenen Koordinatensystem wéahlen wir uns étn@ktO(0 | 0/0) als Ursprung
des Koordinatensystems. Jeder Punkt hat dann drei Koteding&in Punkt I&sst sich kennzeich-
nen alsP(x/y/z). Dabei ist diez-Koordinate die Hohe. die-Achse wird also nach oben gezeich-
net, diey-Achse verlauft horizontal und dieAchse miusste jetzt nach vorne aus dem Blatt her-
ausschauen. Wir stellen uns nun vor, wir wirden schrag vem elof den Koordinatenursprung
schauen. Dann kdnnen wir dieAchse als schrag nach unten laufend zeichnen:

ZA

‘
o ! !
| |

‘

IR T O T T O R Y R B R
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Im zweiten Bild ist zu sehen, wie typischerweise die Eirdreitjewahlt werden: zwei Hauschen
auf y- und z-Achse und ein «diagonales» Hauschen aufdachse. Wird von schrag oben ge-
schaut, so erscheint dieAchse ja auch verkirzt — dem wird also Rechnung getragen.

& Bearbeite die Aufgaben 3.1 bis 3.3.

Auftrag: Stelle mit drei je 10 cm langen Stabchen ein eigenedreidimensionales Koordinaten-
system her. Dabei sind 2 cm eine EinheitZeige Deiner Nachbarin die Punki®g Sund R.

Dieses Koordinatensystem werden wir im Weiteren als Moki&llfig brauchen. Bringt es bitte
jeweils zum Unterricht mit.

Bemerkung: Die xy-Ebene ist die Ebene, in der dieKoordinate Null ist. Es ist also die aus

der ebenen Geometrie gewohnte Ebene. Analog iskaiebene die vertikale Ebene, die aus der
Zeichnung herausschaut und geEbene ist die Ebene, die bei unserer Darstellung dem Zei-
chenblatt entspricht.

& Bearbeite die Aufgaben 3.4 und 3.5.

Nun solltet ihr das dreidimensionale, rdumliche Koordénaystem kennen. Im Folgenden werden
wir sowohl Probleme im Raume als auch in der Ebene behanB@&énHerangehensweisen sind



2.2. VEKTOREN IN KOMPONENTENDARSTELLUNG

jeweils die gleichen, nur dass im Raume eine dritte Kootdivarkommt. Das gibt Rechenauf-
wand, meistens aber keine zusatzlichen konzeptionellewigdgkeiten. Aus dem Zusammen-
hang wird jeweils hervorgehen, ob es sich um den Raum odeElnkme handelt.

2.2.1 Rechenregeln

1 2
Betrachte die Vektorer} 2 | und | 4 | im Koordinatensystem. Sie zeigen in die gleiche Rich-
0 0
tung, wobei der eine Vektor doppelt so lang wie der andere ist
Beispiel 3
6 —6 1 3
Furd=| —4 | git—-3=| 4 undéa’: -2
5 -5 25

Veranschauliche dir dies im Modell.

Die Addition zweier Vektoren erfolgt im Koordinatensystatarch die Addition der Komponen-
ten:

Satz 1
ap by
Gegeben sind die Vektoresi=| a, | undb=| by
ag bs
Die Summe®&+b betrégt:

N ar+by

a+b= a+ by

az+bs

Ebenso die Multiplikation:

Satz 2
a1 rag
Fiurd=| a |istrd=| ray
ag rag

& Bearbeite die Aufgaben 3.7 bis 3.9.

10



KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA Kapitel 2. Vektoralgebra

In den folgenden Aufgaben werden haufig tibungskoordinaten verwendet. Lies dazu die Sei-
te 11 im Buch. Es lohnt sich, die Ergebnisse der nachstenaleig herausgehoben zu notieren,
denn sie werden immer wieder bendtigt.

& Bearbeite die Aufgaben 3.10, 3.11 a bis e, 3.12 und 3.13.

2.2.2 Die Lange eines Vektors

Ein Vektor entspricht einer Verschiebung. Eine Verschigpwird gekennzeichnet durch Richtung
und Lange. Wichtig ist also die Lange eines Vektors.

a1
Um die Lange des Vektors = | a, | zu bestimmen, wahlen wir einen Pfeil, der im Ursprung
ag
O ansetzt. Er deutet dann zu einem PuRkWir brauchen also den Abstand des Puni®esm
Koordinatenursprung. Dazu zeichnen wir wieder einen Quatdeden Seitenlangen; bis ag.

Zu berechnen ist also die Lan@edes Pfeils. Dazu p
berechnen wir zunéchst die Lange der Diagonalen ;
d der Grundflached? = a2 + a2. Bei der EckeE
ergibt sich wieder ein rechtwinkliges Dreieck mit den PESE _
Kathetenlangem und az und der Hypotenus®. Es D-~- d

ergibt sichD? = d? + a3 = a2 + a3 + a3. Das Ziehen .| .~7"~ " a

o)
der Wurzel gibt die Lange des Vektors. az

Definition 9

Die Lénge des Vektorg wird mit | &| oder auch einfach mé bezeichnet.

Satz 3
a1
Fiir die Lénge vorB = | a, | gilta=| & |= /a2 +a3+&3.
ag
Beispiel 4
4
Finde einen Vektor, der parallel zdi = | 3 | istund die Lange 4 hat:
0

Wir berechnen zunéchst die Lange vanalsoa = /42 + 32 + 02 = 5. Wir multiplizieren @ mit
% und erhalten einen Vektor der Lange 1, den wir dann mit 4 plidieren, oder wir multiplizie-

11



2.2. VEKTOREN IN KOMPONENTENDARSTELLUNG

ren gleich mitg.
4 4 4 16/5 3.2
gé’:g- 3|=]|12/5|=| 24
0 0 0
-32
Eine weitere Losung ist Ubrigens —2.4
0

& Bearbeite die Aufgaben 3.15 bis 3.18.
Zum Abschluss des Kapitels noch einige geometrische Awgfgab

& Bearbeite die Aufgaben 3.21, 3.24 und 3.27.

und noch eine Rechnung mit Linearkombinationen:

& Bearbeite Aufgabe 3.31.

2.2.3 Taschenrechner

Viele graphikféahige Taschenrechner beherrschen die ¥dionung.

Beispiel: Eingabe von [3;2;4] liefert den Vektor (bitte Is&f durchfiihren). ..

Vektorrechnungen kénnen dann zum Beispiel erfolgen nfig;2;4] oder [3;2;4]+[-2;0;3]

Oft ist es sinnvoll, Vektoren zu speichern, da sie oft wiedmkommen und die Eingabe recht
miihsam ist. Speichere die Vektor&B, BC und AE, die zu den Ubungskoordinaten gehoren, ab.

Das hilft spater sehr bei der Arbeit.

Oft findet sich flr die Lange das Kommandorm . Es ergibt sich also fur die Lange von [3;2;4]

die Rechnung norm([3;2;4])#29

Berechne zur Ubung mit dem Taschenrechner die Langen ddeiaes Spats

12

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!




3 Produkte

3.1 Winkel — das Skalarprodukt

Nachdem die Lange von Vektoren nun behandelt ist, fehlt mieRichtung. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, wie der Winkel zwischen Vektoren bastt werden kann. Die Richtung
ergibt sich dann durch den Winkel zu,y- und z-Achse.

Wir behandeln das Problem zunéchst in der Ebene — im Raumenkeinfach eine weitere
Komponente hinzu.

Gesucht ist der Winkel zwisched = ( & ) und b = ( by ) .

dp b2 2
Dazu betrachten wir den Verbindungsvekior = b - 8 = g
by —a
02 | \
Fur die Betrage gilt der Cosinussatz: [
¢ = a’+Db®—2abcosy
(b1 —a1)?+ (bp—a)® = & +a5+b]+bj—2abcosy
b? — 2ajb; + a2 + 03 — 2aphp, +@5 = a2+ a3+ bf+ b3 — 2abcosy
—2a1b; — 2apbp, = —2abcosy

ayb; +ab, = abcosy

Bei der Berechnung des Winkels aus dem Cosinus spielt die Beite eine wichtige Rolle. Sie
bekommt einen extra Namen. Zum Ausgleich erfolgt die Dediniin drei Dimensionen.

Definition 10
a b1
Das Skalarprodukt der Vektoré= | a, | undb = | b, | lautet
as bs

— n
do b =ayhy+ahy+aghs =) adbx
k=1

13



3.1. SKALARPRODUKT

Die Definition mit Summenzeichen gilt fur jede DimensionBei uns komminh=2 undn=3 in
Frage.

Bemerkung: Skalar bedeutet Zahl.

Damit haben wir:

Satz 4
Ze b = abcosy und (3.1)
Zeb
_ anel
Yy = C0S (ab) (3.2)

Die Gleichung 3.1 bedeutet, dass wir zwei Beschreibungedd Skalarprodukt haben, einmal
Uber die Summeyb; + ayxb, + agbz und zum anderen mit dem Winkel. Durch geschicktes Hin-
und Herwechseln zwischen diesen Betrachtungsweisen weide viele Probleme erschliessen.

Beachte, dass der Satz 4 sehr viel Mathematik benétigt: rirHedeitung haben wir uns auf den
(tiefliegenden) Cosinussatz bezogen fir dessen BeweisenitfSétz von Pythagoras bendtigten.
Der Satz ist nicht unmittelbar geometrisch einleuchtemdness also gelernt werden und kann
dann immer wieder eingesetzt werden.

Bemerkung: Kann dein Taschenrechner auch das Skalaprodukt bestimmen?
(Beispiel TI 84: http://www.tc3.edu/instruct/sbrowB3ivecprod.htm)

Jetzt wird der Zusammenhang zwischen Skalarprodukt undkéNimenaétigt.

Satz 5

Fir zwei Vektoren, deren Lange nicht Null ist, gilt:

/(2,0)=90 < Zeb =0

Mit dem Skalarprodukt Idsst sich also prifen, ob zwei Vektasenkrecht zueinander sind.

Beweis:cos90 = 0. O

14



KAPITEL 3. PRODUKTE Kapitel 3. Produkte

Satz 6
Das Skalarprodukt hat Eigenschaften, die das Produkeregdihlen auch hat:

1. e b = b e @ Kommutativgesetz

2. k(@eb)=(kd)e b = de(kb)
3. e (b + )= deb+ de < Distributivgesetz

4. 03 =2a?

Beweise:Nachrechnen in Koordinaten. Wir flhren dies nur fur dietketZigenschaft durch:

ded=ar+a5+a3

Dies ist gerade das Quadrat des Betrags des Vektors. O

& Bearbeite die Aufgaben 4.1b, 4.2 bis 4.4, 4.7 und 4.13.

3.2 Senkrechte — das Vektorprodukt

Eine Voriibung: € Bearbeite die Aufgaben 5.1.

Das Skalarprodukt zeigt uns, ob zwei Vektoren senkrechihaader sind. Oft werden wir aller-
dings das Problem haben, dass wir zu gegebenen Vektorem @&@ze senkrechten Vektor finden
mussen. In der Ebene lasst sich dieses Problem ganz eirifsei. |

Satz 7
Auf @ = <a1> steht = ( % ) senkrecht.
a —a
Beweis: Rechne in Koordinaten nach. O

Natirlich stehen auch alle Vielfachen vehauf @ senkrecht.

Im Raume bilden wir fur dieses Problem das Vektorprodukt.

15



3.2. VEKTORPRODUKT

Definition 11
a b1
DasVektorproduktvond = | a, | undb = | b, | lautet
ag bs
N aghs —aghy
axb= a3b1 = a1b3
aihy, —aghy
§atz 8

Das Vektorprodukt hat die folgenden Eigenschaften:
1. @ x b steht senkrecht aid undb.
2. @x b =—D x &. (Das Kommutativgesetz gilt also nicht.)

2 ‘ﬁ’x E( :absin(4 (a’,B)).

Beweis: Die ersten beiden Punkte erschliessen sich durch NacherdhrKoordinaten, der letzte
Punkt ist etwas komplizierter — Die Beweise werden weggelas O.

Mit Hilfe des Vektorproduktes kdnnen wir also im Raume zu zgegebenen Vektoren einen
senkrechten finden und prifen, ob zwei Vektoren parallel. ddann ist das Vektorprodukt Null
wegen der zweiten Eigenschaft.

Oft wird das Vektorprodukt auch Kreuzprodukt genannt.
& Bearbeite die Aufgaben 5.2 und 5.3 und 5.8.

Weiterhin gilt der folgende Satz (ohne Beweis):
Satz 9
Das Volumen eines Spats mit den Kanﬁnﬁ und< ist

\(a’ﬁ).é\

Die Betragsstriche sind nétig, da die Rechnung auch eintiwegaErgebnis geben kann. Ist das
der Fall, wird das Minuszeichen einfach weggelassen.

Aufgabe: Bestimme das Volumen des Spats aus den Ubungskoandten.

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!

16



4 Geraden

Im letzten Kapitel habt ihr gelernt, wie sich Vektoren in dgeometrie anwenden lassen. lhr
konnt Punkte errechnen und vor allem Langen und Winkel to@sén.

In diesem Kapitel wird dieses Wissen auf Geraden angeweBdter kennt ihr die Geradenglei-
chung
y=mx+dg.

Dabei legtm die Steigung der Geraden fest ugagagt aus, wo die Gerade djeAchse schneidet.
Alle Punkte(x,y), die die Gleichung erfullen, liegen auf der Geraden. DieserFder Gleichung
heisst «Koordinatenforms.

Ihr werdet nun eine weitere Beschreibung kennenlernenefagwird ein (Stitz-)Punkt und ein
Vektor, der eine Richtung anzeigt. Auf der Geraden liegamdale Punkte, die vom Stitzpunkt
aus in der angegebenen Richtung liegen. Diese Beschrelmingden Vorteil, dass sie auch im
Raume anwendbar ist.

Die Angaben « Punkt» und «Richtung» werden in einer Gleighder «Parameterform» zu-
sammengefasst. Diese Gleichung erlaubt es dann, Schiktgpmon Geraden zu berechnen und
Schnittwinkel zu bestimmen. Dieser Abschnitt ist der Kees &Kapitels «Geraden».

Schliesslich wird noch auf den Zusammenhang zwischen Kuoatehform und Parameterform
der Geradengleichung eingegangen. Dabei kommen Vektdiersenkrecht auf der Geraden ste-
hen, ins Spiel.

4.1 Die Parameterform — Geraden und ihre Richtungsvekoren

Aufgabe: Gegeben ist die Geradg: y = %x+ 1.

a) Finde vier Punkté\, B, C und D, die auf der Geradep= %x+1 liegen. (Alle PunktgXx,y),
die die Gleichung erfiillen, liegen auf der Geraden.)

b) BestimmeAB, AC, AD, BC, BD.
c) Was fallt auf?

Auffallen sollte, dass alle Vektoren, die zwei Punkte deraden verbinden, kollinear sind. Sol-
che Vektoren, die ganz auf der Geraden verlaufen, nenneRislitungsvektoren der Geraden.

17



4.1. PARAMETERFORM

Hier ist P ein Punkt auf der Geradei ein Rich-
tungsvektor. Der Vektor vom Koordinatenurspru@g
nachP wird mit B bezeichnet. Die funf unteren Vek-
toren zeigen alle auf Punkte auf der Geraden, sind
also Ortsvektoren zu Punkten auf der Geraden. Alle
diese Vektoren sind von der Forimi + t - U, wobeit
irgendeine reelle Zahl ist. (Sie kann also auch 0 sein,
dann ergibt sichp.)

Definition 12

Die Parameterformeiner Geraden lautet: X = P +t- U.

Dabei bezeichnet die GeradeX einen Ortsvektor zu einem Punkt auf der Geradgolen
ausgewdbhlteStitzpunktund U einenRichtungsvektor

Weiter istt € R ein Parameter. Durchléuft er die reellen Zahlen, so ergsiotrmach und
nach alle Ortsvektoren der Geraden.

_Beispiel 5

Punkte auf der Geraden: X = (;) +t (i) sind zum Beispie”A(—2/ — 2), B(1,2), C(4,6),
D(7,10)undE(8.5,12)

Aufgabe: Finde jeweils den Wert fir, der zu den PunkteA bis E fluhrt.
Bemerkungen

1. Die Parameterform beschreibt auch Geraden im Raume. Biadéngleichuny = mx+ q
beschreibt Geraden nur in der Ebene.

2. Sind B und @ Ortsvekoren zu Punkten auf der Geraden, so ist
U = P — d ein Richtungsvektor. P

u
3. Es spielt keine Rolle, welcher Ortsvektor zur GeraderSalgzvektor genommen wird oder
wie lang der Richtungsvektor ist.

4. Eine Parametergleichung ist eine Vektorgleichung. 8&dht aus mehreren Gleichungen

X1 3 1 X1 =3+ 1t
X=|x|=|4]+t] 2| —<( x=4+2t
x3 5 6 X3 =5+ 6t

& Bearbeite die Aufgaben 6.13 bis 6.15, 6.18 und 6.19.
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4.2 Die Gerade im Raum

Klar, dass Geraden in der Ebene gleich oder parallel seindoder sich schneiden kdénnen.
Im Raume kommt noch die Mdglichkeit windschiefer Gerademhi Zeige im Modell gleiche,
parallele und schneidende Geraden und Uberlege, was deff Bégdschief bedeuten konnte.

Fulle die Definition aus.

Definition 13

Windschiefheissen Geraden, wenn

Die beiden folgenden Aufgaben laufen auf das Lésen von fleigssystemen hinaus. Dabei
muss eines der durch eins ersetzt werden.

& Bearbeite die Aufgaben 6.27 und 6.28.
4.3 Schnittwinkel

Aus der Zeichnung geht hervor, dass sich der Schnitt-

winkel zweier Geraden aus dem Schnittwinkel der

Richtungsvektoren ergibt. Dabei kommen zwei Win- a

kel in Frage. Als Schnittwinkel nehmen wir den B v
spitzen Winkel, in der Zeichnung ist dies obwohl 1)

B der Winkel zwischen den Richtungsvektoren ist. E

gilt a =180 — .

§atz 10

Der Winkel zwischen zwei Geraden mit RichtungsvektorenndV ergibt sich aus der
Formel

y=cos*! % . Von den beiden Kandidatsyund180° —v ist der Winkel derjenige, der
kleiner al9( ist.

Diese Art, den Winkel festzustellen, gilt auch fur windsdfki Geraden.

& Bearbeite die Aufgaben 6.21 und 6.22.

4.4 Lineare Funktionen und Geraden — die Koordinatenform

Im Kapitel Lineare Funktionen in der Algebra habt ihr gelernt, dass die Graphen linearek#ar
nen Geraden sind. Hier ist weniger der Funktionsaspektiaelmghr die Beschreibung der gan-
zen Geraden wichtig.
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4.4. KOORDINATENFORM

Eine Gerade lasst sich in der Fogm = mx + ¢ y
darstellen. Dabei isin die Steigung undy der
y-Achsenabschnitt, also der Schnittpunkt mit der

y-Achse. (X2,Y2)

Die Steigung errechnet sich mit einem Steigungsdrei-
A\ _

eck zum= =Y _ Y271 Ay
AX  Xo—X (Xq,

Dabei sind(x1,y1) und (X2,y2) Punkte auf der Gera-
den. Wichtig ist, dass sich unabhangig von der Wahl
des Steigungsdreiecks die gleiche Steigung ergibt.
Der Steigungswinkel ist gegeben durchdgan= m.
Verlauft die Gerade von links oben nach rechts unten;
S0 istm negativ. X

AX

_Beispiel 6
Die durchA(2,1) undB(4,5) verlaufende Gerade lautet= 2x— 3.

Aufgabe 1

(Hier kommen einige Aufgaben vor, die nicht aus dem Buch stam- die Lésungen finden sich
am Ende des Leitprogramms.)

Bestimme jeweils die Geradengleichung. Die Gerade geht

a) durchA(—2/1) undB(5/3)
b) durchA(4,7) und hat die Steigungn= 3

(
¢) durchA(5,—2) und schneidet dig-Achse bely = 4
d) durchA(8,—5) und ist parallel zux-Achse

(

e) durchA(—3,2) undB(—3/5)

Die Beschreibung der letzten Gerade gelingt nicht auf Amhiie Steigung ist unendlich. Es
handelt sich nicht um eine Funktion. Es bietet sich zur Besbhng eine Analogie zur vorletzten
Aufgabe an. Staty = —5 erhalten wirx = —3.

Wir modifizieren nun die Darstellung von Geraden, um auchk&ammte beschreiben zu kénnen.

Definition 14

Die Darstellungerax 4+ by = ¢ undax + by — ¢ = 0 heisserKoordinatenformder Geraden-
gleichung.
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Beispiel 7
Aus der Funktionsgleichung = 3x — 5 wird die Koordinatenform 8— y — 5 = 0. Wahlweise
kénnen wir auch 8—y = 5 schreiben.

Beispiel 8

Aus der Funktionsgleichung= —&x + 4 wird die Koordinatenform-2x —y+4 = 0. Durch
Multiplikation mit -5 kénnen wir sogar den Bruch wegbekommeéx+ 5y — 20=0.

Freunde der Zahl 42 kénnten auch schreibex4435y — 140 = 0. Es gibt viele Koordinatenfor-
men.

_Beispiel 9
y = —5 kann so bleiben oder auch s 5= 0 geschrieben werden.

Beispiel 10
Eine Senkrechte kann nicht als Funktion aufgefasst weekegibt nur die Koordinatenform, z.
B. X+ 3= 0. Wir kdnnen jetzt also mehr als vorher.

Aufgabe 2

Sind die Geradeg: 3x—4y+5=0undh:y= %x—4 parallel?

Aufgabe 3

LiegenP(3/4) undQ(22/15) auf der Geraden, die durék(—3/0) und die Steigungn = % be-
stimmt ist?

Aufgabe 4

Bestimme die Koordinatengleichung der Geraden, die dB(dii — 5) geht und parallel ist zur
Geraden 5— 2y+4 = 0. (Tipp: Berechne die Steigung.)

4.5 Vergleich von Parameterform und Koordinatenform —
Normalenvektoren

Da die Koordinatenform der Geradengleichung nur in der Ekmnbilden ist, beschranken wir
uns hier auf die Ebene.

Definition 15

Ein Normalenvektoiit zum VektorU ist ein Viektor, der autl senkrecht steht. Ein Norma-
lenvektor zu einer Geraden ist zum Richtungsvektor sehkrec

Bemerkung: Es gilt dann: e U = 0.
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4.5. NORMALENVEKTOREN

Beispiel 11

Ein Normalenvektor zur (t) = (i) 4+t (;) ist 7T — ( 21>

Wir multiplizieren nun diese Gerade mit dem Normalenvekédilgemein gibt das die Gleichung

Die rechte Seite ergibt bei uns:

(3G (0)- ()0 (2)-(3) o

Da es sich um einen Normalenvektor handelt, gab das zwed@duRr Null, also falltt weg.

Nun wird die linke Seite berechnet:

(3o (3)5)->

Durch Gleichsetzen ergibt sictkx2 y =2, also die Koordinatenform der Geradengleichung.

Satz 11

Durch Multiplikation mit einem Normalenvektor ergibt sialys der Parameterform die
Koordinatenform.

. : a :
In der Koordinatenfornax+by = cist i = ( b ) ein Normalenvektor der Geraden.

Beispiel 12

- _— -4 ; o
Hatten wir im letzten Beispiel als Normalenvekfdp = ( 5 ) genommen, so hétte sich die

Parameterform-4x+ 2y = —4 ergeben.

é\ufgabe 5
Finde Koordinatenformen zu den Geraden

oDl ()
0 %-(3)u(3) 0 5 (5) ()
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Aufgabe 6

Finde Parameterformen zu den Geraden

a) 2x+4y=7 b) 3x-4y=5 c¢) 3x-4=0
(Tipp: Aus dem letzten Satz kennen wir den Normalenvekimr,Richtungsvektor ist senkrecht
dazu. Wir brauchen dann noch einen Punkt auf der Geraden rei@ht esginen Punkt(x,y) zu
finden, der die Geradengleichung erflillt.)

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!
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5 Ebenen

Eine Ebene ist etwas Zweidimensionales. Deshalb lasstdsicRarameterform einer Ebenenglei-
chung mit zwei Richtungsvektoren definieren.

Definition 16

Die Parameterformeiner Ebene lautét : X = g +t- U +sV.

Dabei bezeichndE die EbeneX einen Ortsvektor zu einem Punkt auf der Ebegialen
ausgewdhlte®tiutzpunktund U und V Richtungsvektoren

Weiter sinds undt € R Parameter. Durchlaufen sie die reellen Zahlen, so ergeébemach
und nach alle Ortsvektoren der Geraden.

m

P
@)
Beispiel 13
3 1 1
Betrachtet wird die Eben&’(sit)=| 1 | +s| 1 | +t| 2 |. Es werden die Punkte auf der
2 0 3
Ebene fiir verschiedene Parameterwerte berechnet.
t -2 -1 0 1 2
S 1 2 3 -1 -2
2 4 6 3 3
X 1 4 7 0 -1
5 8 11 -1 4

Um aus drei gegebenen Punkten eine Parameterform zu findessemzwei verschiedene Ver-
bindungsvektoren der Punkte gebildet werden. Das dilindV. Ein Ortsvektor zu einem belie-
bigen der drei Punkte wird dann der Stlitzvektor.

& Bearbeite die Aufgaben 7.2 bis 7.4.

24
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5.1 Koordinatengleichung einer Ebene
& Bearbeite Aufgabe 7.9.
Definition 17

Die Darstellungerax + by + cz = d undax + by + cz— d = 0 heisserKoordinatenformder
Ebenenleichung.

& Bearbeite die Aufgaben 7.10, 7.13, 7.14 und 7.16.

5.2 Schnittprobleme

5.2.1 Schnitt zweier Ebenen

& Bearbeite Aufgabe 7.21.

Mit den vier Parametern haben wir beim Gleichsetzen zwedgarRetergleichungen 3 Gleichun-
gen mit 4 Unbekannten. Beim Ldsen bleibt ein Parameter Libdg wird der Parameter der Ge-
radengleichung.

Beispiel 14
Wir schneiden die Ebenen
-1 1 -2 1 1 3
T(st)y=] 5 |+s| 1|+t 1 Jund P(st)=| 3 |+s| -2 |+t]| 1
2 2 3 2 0 4

Es ergibt sich das Gleichungssystem

—1+r—2s 1+a+3b
54r4+s = 3—-2a+b
2+2r+3s = 2+4b

Wir 16sen das System nachs unda auf (mit einem Taschenrechner?)
und erhalterr = 1242 ynds= ~22+2) ynda = 302

Nun mussen wir uns erinnern, dass wir ja einen Parametechteru Wir setzen fla in die
zweite Ebenengleichung &in

1 1 3 S
15 15

—8(b+2) 31 , 77

2 0 4 4b+2
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5.3. ABSTANDSPROBLEME

Fur diese Rechnung war der Taschenrechner wieder hilfréitfiihren nun zur besseren Uber-
sichtlichkeit den Parameter= 1% ein und erhalten die Gerade:

~1/15 37
Pt)=| 77/15 | +t| 31
2 60

& Bearbeite Aufgabe 7.20.

Einfacher wird es, wenn Schnittgeraden mit den Koordirgttenen ermittelt werden missen.
Diese heissen Spurgeraden.

& Bearbeite Aufgabe 7.19.

5.2.2 Schnitt von Gerade und Ebene

Eine Geradengleichung enthalt einen Parameter, eine Bbeiehung deren zwei. Wird beides
gleichgesetzt, so ergibt sich eine Vektorgleichung in dhebekannteh Diese Vektorgleichung
entspricht drei normalen Gleichungen.

Drei Gleichungen in drei Unbekannten, das lasst sich Iosen.

Ist die Ebenengleichung in Koordinatenform gegeben, sibtesich eine Gleichung mit einem
Parameter, einer Unbekannten: das ist noch einfacher e2n.10s

& Bearbeite Aufgabe 7.23.

5.3 Abstandsprobleme

5.3.1 Punkt und Ebene

Es soll der Abstand eines Punktiesson einer Ebené& berechnet werden. Dazu missen wir
senkrecht vom Punkt zur Ebene «laufens.

Um die Senkrechte zu finden, bilden wir das Vektorprodukt Riehtungsvektoren. Dies gibt uns
den Richtungsvektor einer Geraden duR;hsenkrecht zLE.

Wir berechnen den Durchstosspurit Die Lange des VektorQP ist unser gesuchter Punkt.

Schreibe zur folgenden Aufgabe einen ausfiihrlichen Lésaeg mit Gedankengdngen auf.

& Bearbeite Aufgabe 7.24.

SHier werden die Parameter zu den Lésungsvariablen.
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5.3.2 Gerade und Gerade

Der folgende Text gibt eine kurze Anleitung zur Berechnueg Abstandes zweier Geraden. Be-
grinde flr dich selber, warum das vorgeschlagene Vorgebergdsuchten Abstand liefert. Ar-
beite mit der Anschauung, diskutiere mit deinen Nachbatnrschaue im Internet nach...

Um den Abstand zweier windschiefer Geraden zu berechneaseaniwir senkrecht von einer
Geraden zur anderen «laufen». Dazu brauchen wir wieder demalenvektor der beiden Rich-
tungsvektoreni = U x V.

Gleichsetzen ergibt die Gleichung
PHru+si=q+tV
Diese l6sen wir auf. Es ergibt sich eine Zahl fliDie Lange vonsT ist unser gesuchter Ab-

stand.

& Bearbeite die Aufgaben 7.26 und 7.27.

5.3.3 Punkt und Gerade
éufgabe 7
Berechne den Abstand des PunkBeson der Geraden

a) (CE)

b) (FG).

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!

Losung 1: a)y=2/7x+11/7 b)y=3x-5 c) —6/5x+4 dy=-5 e)x=-3
Ldsung 2: ja

Losung 3: P ja, Q nein

Losung 4: 5x—2y—30=0

Losung5:a) X—y=2 b)x—2y=-8 c) X—y=5 d) wie a.

Losung 6: @) T(t) = (1'15>+t<_24> b) Tt)= (i) +t<g>
C) T’(t):<4(/)3>+t<i>

Lésung 7:a) 48 b) 7.52
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