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1 Einfdhrung

1.1 Einleitung

Diese Arbeit wurde im Rahmen des Studiengangs "Diploma of Advanced Studies in Fachdidaktik -
Didaktik der Mathematik™ verfasst.

In der Doppelfunktion des Autors als Lehrperson am Gymnasium Oberwil, Basel-Land, und als
Fachdidaktiker an der Paddagogischen Hochschule Fachhochschule Nordwestschweiz war zu Anfang des
Studiums Klar, dass die Diplomarbeit mit der Entwicklung von Unterrichtsmaterialien zu tun haben sollte.

Im Laufe der Konzeptionierung hat sich allerdings der Schwerpunkt der Arbeit hin zu einer
Forschungsarbeit verschoben. Die zentralen Fragestellungen lauten nun:

Leuders, Naccarella, Philipp (2011) haben mittels mindlich gefiihrten Interviews mit
Primarschulerinnen, Primarschilern und Studierenden des Lehramts Primarstufe ein
Kategoriensystem fiir innermathematisches Experimentieren erarbeitet. Lasst sich dieses
Kategoriensystem auf schriftliche Arbeiten in der Sekundarstufe 1l Gibertragen?

Wie hangt innermathematisches Experimentieren mit Personlichkeitsmerkmalen wie zum
Beispiel Selbstwirksamkeit zusammen?

Welche Bedingungen und Erfolgsstrategien fur innermathematisches Experimentieren lassen sich
feststellen?

Die Kombination von Forschungs- und Entwicklungsanteilen spiegelt sich im Aufbau der Arbeit wieder:

Im Abschnitt Lernumgebungen - Entwicklungsprojekt wird die Wahl der verwendeten
Unterrichtsmaterialien begriindet. Dann werden die im Laufe der Arbeit an der Diplomarbeit
entwickelten Lernumgebungen dargestellt, ihre fachliche und curriculare Einbettung dargestelit.

Es folgt die theoretische Begriindung des Forschungsprojektes: Experimentieren im
Mathematikunterricht.

In Interaktionsstudie, Design und Ergebnisse werden die Methoden und Ergebnisse des
Forschungsvorhabens geschildert. Dieser Abschnitt stellt den Hauptteil der Diplomarbeit dar und
wird nun genauer beschrieben:

Fur die Untersuchungsphase wurden drei Klassen der Fachmittelschule des Gymnasiums Oberwil
besucht. Hierbei handelt es sich nicht um Klassen des Autors.

Zunéchst wurde eine Lernumgebung zu binomischen Formeln eingesetzt, der Unterricht wurde durch
den Autor durchgefiihrt. Hauptziele waren die Gewdhnung an das Arbeiten in Lernumgebungen,
sowie das gegenseitige Kennenlernen von Autor und Klassen.

Nach dieser Klasse wurde durch den Autor in den drei Klassen eine Lernumgebung zu
Reihenfolgezahlen eingesetzt.

Die Bearbeitung dauerte ca 30 Minuten. Ausserdem wurden mit je zwei Schiilerinnen und Schiilern
der Klassen flinfzehnminitige Interviews gefihrt.

Die Auswertung wird in dieser Diplomarbeit in drei Schritten durchgefihrt:

Im ersten Teil werden in einer qualitativen Untersuchung die Ergebnisse einer Arbeit von
Leuders, Naccarella, Philipp (2011) verifiziert. Es wird untersucht, ob das Kategoriensystem von
Leuders et al auch in unserem Setting, Fachmittelschule und schriftliche Bearbeitung, sinnvoll
anwendbar ist.

Im zweiten Schritt werden die Ergebnisse genutzt, das Kategoriensystem theoriegeleitet zu
vereinfachen und quantitative Ergebnisse extrahiert: Zusammenhange zwischen verschiedenen
Aspekten des Experimentierens und Personlichkeitsmerkmalen. Verwendet werden wieder die
schriftlichen Bearbeitungen.

Der dritte Schritt ist wieder qualitativ: Mit Hilfe der Interviews und den zu den Interviewten
gehorigen schriftlichen Bearbeitungen werden Bedingungen fir erfolgreiches Experimentieren
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gesucht. Dabei werden die Ergebnisse des zweiten Schrittes ordnend genutzt.

Schliesslich bleibt es, die Arbeit abzuschliessen, nicht ohne vorher die Ergebnisse zusammen-
zufassen. Abgeschlossen wird mit einem Ausblick in weitere Untersuchungen.

1.2 Die Fachmittelschule

Die Fachmittelschule (FMS) ist eine dreijahrige allgemeinbildende Vollzeitschule. Sie wird von Schiile-
rinnen im Anschluss an das 9. Schuljahr besucht.

Die FMS wurde in den letzten sechs Jahren in den meisten Schweizer Kantonen als Zubringer fur tertiare
Ausbildungen in den Bereichen Gesundheit, Soziales, Pddagogik und Kunst geschaffen. Die Schilerinnen
schliessen mit einem Fachmittelschulausweis ab, kénnen aber in einigen Bereichen, zum Beispiel der P&-
dagogik, ein weiteres Jahr die Schule besuchen und die Fachmatur erwerben. Diese bietet Zugang zu aus-
gewahlten Fachhochschulen.

Die FMS ist also eine relativ neue Schulform, entstanden vor allem aus den friheren Diplommittelschu-
len. Sie nimmt aber auch Funktionen der ehemaligen Lehrerseminarien wahr (Unterseminar). In vielen
Kantonen ist die FMS Hauptzubringer fir die Ausbildung zur Primarschullehrperson und zur Kindergért-
nerin/ zum Kindergértner.

In den verschiedenen Berufen wird sehr unterschiedliche Mathematik bendétigt. So dient die Mathematik
im Bereich Gesundheit vor allem notwendigen Berechnungen im Berufsalltag und die angehenden Pri-
marlehrpersonen im Schwerpunkt Paddagogik missen mit den vielseitigen Anforderungen, die Mathema-
tikunterricht an der Primarschule erfordert, umgehen lernen.

Mathematikunterricht an der FMS ist eine Herausforderung, eine an die spezielle Situation angepasste
Didaktik wurde bislang nicht entwickelt.

Die vorliegende Diplomarbeit hat begonnen als Entwicklungsprojekt fir eine Fachdidaktik Mathematik
an der FMS - der Schwerpunkt hat sich verschoben zu einem Forschungsprojekt zum innermathemati-
schen Experimentierern. Die Arbeit kann als Pilotprojekt fur weitere Untersuchungen an der FMS be-
trachtet werden, wie im "Ausblick™ am Ende der Arbeit dargelegt wird.
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2 Lernumgebungen - Entwicklungsprojekt

2.1 Substanzielle Lernumgebungen

Bei einer "substanziellen Lernumgebung™ handelt es sich um eine reichhaltige und vielféltige
Aufgabenstellung, die verschiedenen Kriterien genlgen soll. Diese werden von Wittmann (1998, zitiert
nach Hirt und Walti, 2008) folgendermassen beschrieben:

1. "Sie mussen zentrale Ziele, Inhalte und Prinzipien des Mathematikunterrichts reprasentieren.

2. Sie missen reiche Moglichkeiten fir mathematische Aktivitaten von Schillerinnen und Schiilern
bieten.

Sie miissen flexibel sein und leicht an die speziellen Gegebenheiten einer Klasse anzupassen sein.

4. Sie mussen mathematische, psychologische und padagogische Aspekte des Lehrens und Lernens
in einer ganzheitlichen Weise integrieren und so ein weites Potenzial fiir empirische Forschung
liefern.”

Eine grosse Stérke dieser Lernumgebungen ist die natirliche Differenzierung. Lernumgebungen sollten
einen Einstieg flr alle Lernenden bieten- und dann Bearbeitungsmdglichkeiten fiir alle, auch fir Hochbe-
gabte, anbieten. Es ist also nicht nétig, den Lernenden verschiedene Aufgaben anzubieten. Eine grosse
Auswahl an Lernumgebungen findet sich in den beiden Biichern "Lernumgebungen fiir Rechenschwache
bis Hochbegabte" (Hengartner, Hirt und Walti, 2006) und "Lernumgebungen im Mathematikunterricht"
(Hirt und Walti, 2008).

Lernumgebungen sind zundchst dem Konzept von "Mathematikdidaktik als Design Science" (Wittmann,
1992). Die vierte Forderung erweist sich dabei als wichtig, Lernumgebungen auch empirischer Forschung
zuganglich zu machen. Leuders, Naccarella und Philipp (2011) nutzen eine Lernumgebung, um eine The-
orie des innermathematischen Experimentierens zu erarbeiten.

Durch das offene Setting von Lernumgebungen ist es mdglich, auch die Kompetenzorientierung, die in
Deutschland mit den KMK-Standards (Kultusministerkonferenz, 2004) und in der Schweiz mit Harmos
(EDK, 2011) zentral geworden ist, einzuarbeiten.

Die konstruktivistische Grundhaltung, die den Arbeiten von Wittmann und dem Projekt Mathe 2000 zu-
grunde liegt, ist zundchst einmal philosophisch, erkenntnistheoretisch begriindet.

Sie lasst sich aber auch empirisch identifizieren und beforschen. So wird in der Coactiv-Studie festge-
stellt:

"Transmissive Uberzeugungen von Lehrkraften korrelieren negativ mit Lernerfolg (-.24), konstruktive
positiv (.32)." (Kunter und Baumert, 2011, Seite 248)

2.2 Bildungsstandards, Kompetenzen und Lernumgebungen

Sowohl in Deutschland, mit den Standards der Kultusministerkonferenz, KMK (2004), als auch in der
Schweiz, mit den Standards der Erziehungsdirektorenkonferenz, EDK (2011) wurde festgelegt, dass der
Output des Mathematikunterrichts an verschiedenen Kompetenzen gemessen wird.

Das Konzept der Bildungsstandards mit ihrem Anspruch der Messbarkeit scheint nur schwer zu vereinen
mit dem Arbeiten in Lernumgebungen in sehr offenen Kontexten. Andererseits sind die Kompetenzen
von KMK und EDK sehr breit angelegt, referenzieren nicht nur auf die leicht messbaren Fertigkeiten im
Bereich der Algorithmen, sondern zum Beispiel auch auf das Problemldsen, Mathematisieren, Argumen-
tieren, Kommunizieren, Darstellen. Wahrend der Arbeit an Lernumgebungen sind die Schilerinnen in
diesen Bereichen tatig. Lernumgebungen sollten also einen gewichtigen Teil zum langfristigen Kompe-
tenzaufbau beitragen kdnnen. Fir eine ausfuhrliche Diskussion dieser These sei auf Hirt und Walti (2008)
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verwiesen. Wichtig ist nun, diese These auch empirisch zu belegen. Im Bereich der Sekundarstufe 11 gibt
es dazu nicht viel Material, die vorliegende Diplomarbeit kann einen Teil dazu beitragen.

2.3 Lernumgebungen in der Fachmittelschule

Die Fachmittelschule (FMS) zeichnet sich durch eine grosse Heterogenitét aus. Zum einen stammen die
Schilerinnen und Schiler aus verschiedenen Klassen — und im wenig normierten Schweizer Schulsystem
hat die Lehrperson grossen Gestaltungsfreiraum — zum anderen sind auch die spateren Berufsan-
forderungen in den verschiedenen Schwerpunkten véllig verschieden. Es muss nicht, wie bei einer
Berufsausbildung, eine gewisse Homogenitéat in den Fertigkeiten angestrebt werden. Es ist sogar so, dass
der allgemeinbildende Charakter des Mathematikunterrichts in einigen Schwerpunkten im Zentrum steht.
Dies findet sich wieder im Rahmenlehrplan fur die FMS, deren Mathematikteil wie folgt beginnt:

"Der Unterricht entwickelt die Fahigkeit des logischen und abstrakten Denkens. Die geistige
Beweglichkeit wird gefordert, indem einerseits der Schritt vom Konkreten zum Abstrakten getibt
wird und andererseits der Transfer von der mathematischen Formulierung zur Praxis hergestellt
wird. Die Lernenden erweitern ihre Kompetenz in einer Sprache, deren Symbole eine exakte
Beschreibung von Gesetzméssigkeiten erlaubt. Das tragt dazu bei, dass die Schiilerinnen und
Schiler fur die verschiedensten Problemstellungen offen bleiben und ihre Féhigkeit, Probleme zu
l6sen, fordern."(EDK, 2004)

Dieser Text lasst grosse Freiraume bei der Umsetzung. Kompetenzorientiertes und verstandnisorientiertes
Unterrichten sind, obwohl nicht explizit gefordert, méglich. Der Rahmenlehrplan nennt die folgenden
Stoffgebiete, die behandelt werden missen:

"Rechnen mit Grossen, Potenz- und Wurzelrechnung
- Prozent-, Zins- und Zinseszinsrechnung, Wachstum und Zerfall
- beschreibende Statistik; Wahrscheinlichkeitsrechnung
- lineare Gleichungen und Gleichungssysteme mit mehreren Variablen, quadratische Gleichungen
- lineare und quadratische Funktionen; Logarithmen und Exponentialfunktionen
- Trigonometrie und Stereometrie” (EDK, 2004)

Es werden keine Stoffe verlangt, die in einigen anderen Schulformen nicht bereits in der 10.
Klasse behandelt werden. Der Stoffdruck ist nicht Gbermassig gross.

Lernumgebungen mit ihrem Potenzial zur natiirlichen Differenzierung kénnen eine Umsetzungsmaog-
lichkeit fir die Freirdume anbieten. Anstatt, unnotig, zu automatisieren, kénnen Kompetenzen wie Prob-
lemldsen und Argumentieren langfristig geschult werden. Die Schiilerinnen und Schiiler haben die Chan-
ce, den experimentellen, induktiven Charakter der entstehenden Mathematik kennenzulernen:

"Die streng dargestellte Mathematik ist eine systematische, deduktive Wissenschaft, aber Mathematik im
Entstehen ist eine experimentelle induktive Wissenschaft."(Polya, 1949, S. 136)

Bei der Begriindung der Methode der Lernumgebungen darf schliesslich nicht vergessen werden, dass ein
guter Teil der Schulerinnen und Schiiler das Berufsziel P"rimarlehrperson” haben - und in der Ausbildung
zur Primarlehrperson spielt diese Vorgehensweise eine grosse Rolle. In den Kantonen der Nordwest-
schweiz ist das Schweizer Zahlenbuch (beispielsweise Affolter et al 2009) obligatorisches Lehrmittel -
und dieses setzt Lernumgebungen zentral ein.

2.4 Lernumgebung 1: Binomische Formeln

In traditionellen Algebra-Unterrichtseinheiten werden die geometrischen Formeln vor allem im Zusam-
menhang mit Termen mit Variablen behandelt. Historisch sind sie aber bereits viel langer bekannt. Im an-
tiken Griechenland wurden Sie mit Hilfe geometrischer Argumente veranschaulicht. Bereits Euklid be-
nutzt in seinem Buch 11 Darstellungen analog zur Visualisierung in der vorliegenden Lernumgebung
(Wussing, 2008). Im Sinne einer genetischen Sichtweise sollte diese Herangehensweise erwogen werden.
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Weiter ist die Verwendung der binomischen Formeln als Rechenhilfe zu betonen, beispielsweise

13:17 = (15—2) - (154 2) = 152 — 42 = 225 — 4 = 221
Die geometrisch orientierte Herangehensweise wird im in der Schweiz haufig eingesetzten mathbu.ch.
(Affolter et al, 2003) gewéhlt. Im Band 8 werden die schon hdufig, beispielsweise fiir das Distributivge-
setzt, verwendeten Rechteckfelder eingesetzt, um zundchst Rechenoperationen mit negativen Zahlen
(Lernumgebung 21) zu erklaren und dann die Multiplikation von Binomen anzustossen (Lernumgebung
22). Dies stellt ein schdnes Beispiel der Anwendung zentraler mathematischer Prinzipien von der Primar-
schule (in der die Rechteckfelder zur Multiplikation verwendet werden kénnen) bis zur Sekundarstufe |
dar.

Die fur diese Lernumgebung entworfene Lernumgebung 1, binomische Formeln, ist als Einfiihrung in die
quadratischen Gleichungen verwendbar - und damit ergibt sich auch ein Ubergang an die Sekundarstufe
I1. Fir die geometrische Begriindung der quadratischen Gleichungen ist vor allem Al-Hwarizmi, der Be-
griinder der Algebra, zu nennen (Wussing 2008).

Wichtig ist die Darstellung der Einbettung in das normale Curriculum - die Lernumgebung kann vollig in
den Unterricht integriert werden, hat Ankniipfungspunkte an weitere Themen. Dies kann die Akzeptanz
bei Lehrkraften massiv erhghen.

Im Anhang 1 wird die gesamte Lernumgebung, komplett mit Kommentaren fiir die Lehrpersonen, darge-
stellt. .

2.5 Lernumgebung 2: Treppenzahlen

Treppenzahlen, auch Reihenfolgezahlen genannt, haben sich in der Mathematikdidaktik als fruchtbarer
Lehr- und Forschungsgegenstand erwiesen, wiederzufinden im Abschnitt "Treppenzahlen, didaktische
Aufarbeitungen”. Zunéchst zum mathematischen Hintergrund:

2.5.1 Satz von Sylvester

Definition: Eine natirliche Zahl t wird als Treppenzahl bezeichnet, wenn sie sich als Summe min-
destens zweier aufeinanderfolgender natlrlicher Zahlen beschreiben lasst.

Jede Darstellung der Zahl t als Treppenzahl heisst Treppenzahldarstellung der Zahl t . Die Zahl m
der Summanden heisst Stufenanzahl.

Beispiel: 12=3+4+5 ®

Hier ist n=3 und m=3. Die Summe 3+4+5 ist die Treppenzahldarstellung. M {\ _
Die nebenstehende Graphik verdeutlicht die Bedeutung der Worte T T | ’1 ;. &
Treppenzahl und Stufenanzahl. oD

Es existieren Zahlen, die sich auf mehrere Arten als Treppenzahlen
darstellen lassen, z.B.

t=9=4+5=2+3+4 und Zahlen, die sich nicht als Treppenzahlen darstellen lassen, beispielsweise 8.
Zusammenfassen lassen sich die Ergebnisse im Satz von Sylvester:

Satz von Sylvester: Jede Zahl lasst sich auf so viele Arten als Summe mindestens zweier aufeinander
folgender Zahlen darstellen, wie sie ungerade Teiler >1 hat.

Die Formulierung des Satzes ist aus Scherer, Steinbring (2004) entnommen, wo der Satz mit Hilfe eines
operativen Beweises bewiesen wird. Selter, Spiegel (1997) wahlen einen Beweis, der negative Zahlen
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nutzt und arithmetische Begriindungen verwendet. Der hier dargestellte Beweis folgt dieser Linie.
Wir beginnen mit einem Beispiel:

Die Zahl 18 hat 9 als ungeraden Teiler. Es ist 18:9=2. Wir stellen 18 als Summe von 9
aufeinanderfolgenden Zahlen mit 2 als mittlerer Zahl (gleichzeitig Mittelwert der 9 Zahlen) dar:

18=-2+4(-1)4+0+1+2+3+4+5+6 (1)

Die negativen Zahlen heben sich mit den betragsgleichen positiven Zahlen weg. Auch die Null muss nicht
geschrieben werden. Es bleibt eine Darstellung als Treppenzahl aufeinanderfolgender naturlicher Zahlen:

18=34+4+5+6
Dies lasst sich offensichtlich mit jedem ungeraden Teiler so durchfihren.
Gezeigt wurde damit: Zu jedem ungeraden Teiler gehort eine Treppenzahldarstellung.
Es bleibt zu zeigen, dass sich zu jeder Treppenzahldarstellung ein ungerader Teiler finden lasst.

Sei eine Treppenzahldarstellung mit ungerader Stufenanzahl m gegeben. Der Summand s in der Mitte ist
dann der Mittelwert der Summanden und es gilt t = m - s . Die Stufenanzahl ist also bereits ein ungerader
Teiler. (Beispiel: 2+3+4+5+6 =5-4 = 20)

Sei eine Treppenzahldarstellung mit gerader Stufenanzahl m gegeben. Das Beispiel mit der 18 zeigt, wie
vorzugehen ist:

Wenn die Treppenzahldarstellung mit der Zahl b+1 beginnt , so ergdnzen wir die Summe mit allen Zahlen
bis -b und erhalten eine Darstellung als Summe von -b bis b+m. Beim Beispiel (1) oben ist b=2 und m=4.

Diese Darstellung hat u = m + 2b + 1 Summanden. Die mittlere Zahl s der Darstellung ist der
Mittelwert und t = u - s. Die ungerade Zahl u ist also ein Teiler von t.

Damit ist der Satz von Sylvester bewiesen. Einfache Folgerungen sind:
- Potenzen von 2 besitzen keine Treppenzahldarstellung
- Jede ungerade Zahl hat eine Darstellung mit Stufenanzahl 2. Beispiel: 11=5+6

Es gibt eine komplementére Aussage zum Satz von Sylvester, die in der Studie auch von einer Gruppe
von Schilerinnen und Schiilern entdeckt wurde:

Satz (Teilbarkeitsbedingung): Sei t eine naturliche Zahl.

Fur jede ungerade Zahl u, flr die t:u eine natlrliche Zahl gibt, existiert eine Treppenzahldarstellung
von t mit u Stufen.

Fur jede gerade Zahl g fur die t:g=e eine Zahl e ergibt, so dass 2e naturlich ist, besitzt t eine
Treppenzahldarstellung von t mit g Stufen.

Der erste Teil des Satzes ist klar nach dem obigen. Der zweite Teil ergibt sich aus der Verallgemeinerung
des folgenden Beispiels:

60:8=7.5, das gibt eine Treppenzahldarstellung mit 8 Stufen und der 7.5 in der "Mitte":
4+5+6+7+8+9+10+11

2.5.2 Treppenzahlen, didaktische Aufarbeitungen

Schwatzer und Selter (1998) untersuchen Interviews mit 18 Viertklasslern in Zweiergruppen zu den
Treppenzahlen. Die Schiilerinnen und Schiler werden gebeten, alle Treppenzahldarstellungen bis zur
Zahl 25 zu finden. Es werden verschiedene Strategien aufgeflhrt, alle Darstellungen zu finden. Die Inter-
views liefen in drei Phasen ab: Verstehen der Aufgabe, Finden aller L6sungen, Begriindung der Vollstan-
digkeit. Bei der Begriindung waren die Gruppen oft erfolgreich. Nur eine Gruppe sah die Relevanz einer
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Begrundung nicht ein. Dies widerspricht den Beobachtungen von Winter (1983), der allgemein einen
Mangel an Begrindungsbedrfnis konstatiert. In der vorliegenden Untersuchung war die Aufgabe offener
gestellt. Trotzdem wurde in rund der Hélfte der Bearbeitungen eine Liste der ersten Treppenzahlen ange-
fertigt. Eine Begrundung der Vollstdndigkeit der Auflistung wurde aber nie angestrebt. Da auch keine
obere Grenze der Zahlen angegeben war, war dies auch nicht naheliegend.

Schwatzer und Selter (2010) haben eine ausflhrliche Ausarbeitung fur eine Lernumgebung zu Treppen-
zahlen in der vierten bis sechsten Klasse ins Internet gestellt. Auch in Selter, Spiegel (1997) findet sich
eine analoge Abhandlung.

Scherer und Steinbring (2007, 2007b) stellen Treppenzahlen als Aufgabendarstellung fir Studierende vor,
ohne aber empirische Untersuchungen durchzufihren.

Schelldorfer (2007) setzt Treppenzahlen in der 9. Klasse eines Gymnasiums ein. Seine Fragen an die
Lernenden sind: "Welche natiirlichen Zahlen lassen sich mit einer solchen Summe darstellen? Welche
nicht? Kannst du erklaren, warum?" Er wertet Lerntagebticher der Schilerinnen und Schiiler aus und
stellt damit die didaktische Ergiebigkeit der Treppenzahlen dar.

Der Fokus dieser Bearbeitungen liegt darauf, die Bedeutung substanzieller Lernumgebungen im Mathe-
matikunterricht darzustellen.

Leuders, Naccarella und Philipp (2011) verwenden nach einer kurzen Erklarung der Treppenzahlen ein-
fach die Frage "Was kannst du alles tiber Treppenzahlen herausfinden?". Die Forschungsrichtung der Be-
arbeitenden ist sehr offen gewahlt. Sie fiihren sowohl Interviews mit Schilerinnen und Schiilern als auch
mit Lehramtsstudierenden. Mehr dazu im Abschnitt "Das 3-Rdume-Modell von Leuders, Naccarella, Phi-
lipp".

In unserer Untersuchung wird diese Aufgabe mit kleinen Anderungen Gbernommen, siehe Anhang 2.
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3 Experimentieren im Mathematikunterricht - Theorieteil In-
teraktionsstudie

3.1 Induktion und experimentelles Arbeiten in der Mathematik

Polya (1949) "How to solve it" liefert eine oft aufgenommene Handlungsanweisung zum L&sen
mathematischer Probleme. Er postuliert die Wichtigkeit heuristischer Strategien. In der vorliegenden
Diplomarbeit ist ein Aspekt des Problemldsens wichtig:

"Induktion ist die Methode, allgemeine Gesetze durch Beobachtung und Kombination besonderer
Félle zu entdecken. " (Polya 1949)

Laut Pellegrino und Glaser (1982) ist

"the inductive reasoning factor (...), which can be extracted from most aptitude and intelligence
tests, is the single best predictor of academic performance and achievement test scores."

Auch in der Mathematik spielt Induktion eine Rolle:

Die streng dargestellte Mathematik ist eine systematische deduktive Wissenschaft, aber
Mathematik im Entstehen ist eine experimentelle induktive Wissenschaft.” (Polya, 1949)

Im Lichte dieser Aussage ist es Uberraschend, dass induktives Argumentieren nicht intensiver in der
Fachdidaktik erforscht wurde. Ein wichtiger Artikel in diesem Bereich stammt von Haverty et al (2000).
Sie schlagen vor, induktives Argumentieren in drei Aspekte aufzuteilen: Data Gathering (Datensamm-
lung), Pattern Finding (Finden von Mustern) und Hypothesis Generation (Hypothesenbildung). In einer
gualitativen Studie mit Studierenden untersuchen sie die Vorgehensweise von Studierenden beim Finden
einer Funktionsgleichung einer quadratischen Funktion aus einer gegebenen Wertetabelle.

Sie stellen fest, dass das Ausmass von Data Gathering sich nicht unterscheidet bei erfolgreichen und we-
niger erfolgreichen Teilnehmenden. Wichtig scheint der Wechsel zwischen Mustersuche und Hypothe-
senbildung zu sein. Bleiben die Probanden in einem der Bereiche, so stellt sich kein Erfolg ein. Bei einem
Uberhang an Pattern Finding werden algebraische Zusammenhinge nicht erschlossen, bei einem Uber-
hang an Hypothesis Generation werden die Daten nicht hinreichend gut ausgenutzt.

Die Aufgabe in Haverty et al (2000) ist so aufgebaut, dass es mehrere Schritte braucht, zum Ergebnis zu
kommen. Erfolgreiche Strategien basieren auf dem Verfolgen einer Idee (Pursue Strategies). Im Unter-
schied dazu stellt das Aufstellen von richtigen Hypothesen in unserer Studie bereits eine erfolgreiche Be-
arbeitung dar - der Zusammenhang zwischen Pattern Finding, Hypothesis Generation und erfolgreicher
Bearbeitung kann also nicht nachvollzogen werden.

3.2 Das 3-Raume-Modell von Leuders, Naccarella, Philipp

In diesem Abschnitt wird die Arbeit "Experimentelles Denken - VVorgehensweisen beim innermathemati-
schen Experimentieren™ von Leuders, Naccarella und Philipp (2011) beschrieben.

3.2.1 Theoriebildung

Innermathematisches Experimentieren definieren Leuders et al folgendermassen:

"(...).dass der hier in den Fokus genommene Phdnomenbereich rein mathematische Sachverhalte
ohne spezifischen Realitdtsbezug umfasst. Gegenstand der Experimente sind mathematische
Entitdten (z.B. Zahlen oder Figuren) und deren Zusammenhénge". (Leuders, Naccarella, Philipp
(2011), S. 210)

In ihrer Arbeit gehen sie vom epistomologischen Modell von Peirce (1965) aus, demzufolge
wissenschaftliches Schliessen in drei Formen auftritt; Abduktion, Induktion und Deduktion.

Beim innermathematischen Experimentieren gerat dabei die Deduktion nicht zentral in den Fokus.
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Wichtiger ist das Generieren von Hypothesen, die Abduktion. Diese Hypothesen werden dann mit
Induktion belegt - oder auch per Induktion nahegelegt. Der kreative Akt beim Erkenntnisgewinn liegt also
in der Abduktion.

,»Die Abduktion bezeichnet den Vorgang, bei dem eine erklérende Hypothese gebildet wird. Mit
Induktion wird der gegenlaufige Prozess des Hypothesenpriifens am Phanomen bzw. am Beispiel
benannt. Bei der Deduktion wird durch logische Schlussfolgerungen eine Vermutung bewiesen. In
diesem Sinne ist die Deduktion nicht erkenntniserzeugend, der kreative Akt beim
Erkenntnisgewinn liegt in der Abduktion.” (Leuders et al, 2011)

Mit diesen Erklarungen l&sst sich innermathematisches Experimentieren préaziser formulieren:

,»Das Hypothesenbilden und Hypothesenpriifen, welches sich in einem konkreten
Phanomenbereich an Beispielen vollzieht — nach Peirce also das abduktive und induktive
Vorgehen — wird im Folgenden als innermathematisches Experimentieren bezeichnet.” (Leuders
et al 2011)

Leuders et al erweitern also das Modell von Polya (1945), das von Haverty et al (2000) benutzt wird.

Um nun Prozesse der Induktion und Abduktion beschreiben zu kénnen, gehen Leuders et al vom Konzept
des ,,Scientific Discovery as Dual Search” (SDDS) von Klahr und Dunbar (1988) aus.

Klahr und Dunbar unterscheiden einen Hypothesensuchraum, in dem Vermutungen aufgestellt werden,
und einen Experimentesuchraum, in dem Experimente generiert werden, um einerseits Hypothesen gene-
rieren zu kdnnen und andererseits Hypothesen priifen zu kdnnen.

Leuders et al untersuchen in Interviews das Verhalten von Schiilerinnen, Schiilern und Studierenden bei
Aufgaben, die mathematisches Experimentieren erfordern. Die Analyse der Interviews mit Hilfe von
Grounded Theory fiihrt zu vier Familien von Codes:

e Beispiele

e  Ordnung/Struktur

e Hypothesen

o Hypothesenpriifung (Leuders et al, 2011, S. 222)

Die erste Familie, Beispiele, entspricht dem Experimentesuchraum von Klahr und Dunbar, die dritte Fa-
milie, Hypothesen, dem Hypothesensuchraum. Die beiden anderen Familien vermitteln dazwischen. Ord-
nung/Struktur beinhaltet Strategien, Hypothesen zu generieren, Hypothesenpriifung beinhaltet Strategien,
Hypothesen mit Beispielen zu prifen.

Fur diese beiden Familien schlagen Leuders et al einen dritten Raum, den Strategieraum vor.

Ihr Modell besteht also aus einem Beispielraum, einem Strategieraum und einem Hypothesenraum (S.
224). Dies veranschaulichen sie mit folgender Illustration am Beispiel der Treppenzahlen:
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(Darstellung Gibernommen aus Leuders et al, 2011)

3.2.2 Die Untersuchung

Leuders et al fuihren Interviews einerseits mit Primarschilerinnen und Primarschilern und andererseits
mit angehenden Primarschullehrpersonen. Sie analysieren Bearbeitungen von Treppenzahlen mit Hilfe
von Grounded Theory. Zunéchst werden 15 Interviews von Studierenden grob transkribiert um einen
Uberblick zu gewinnen und dann die Bearbeitungen von vier Studierenden und zwei Schiilerinnen und
Schiilern feiner analysiert. Resultat ist zum einen das obige 3-Rdume-Modell und zum anderen ein Kate-

goriensystem zur Beschreibung der VVorgehensweisen beim innermathematischen Experimentieren.

-13 -

Da dieses Kategoriensystem auch in unserer Studie benutzt wird, ist es im Anhang 4 komplett aufgefhrt.
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4 Interaktionsstudie — Design und Ergebnisse

4.1 Ablauf der Interaktionsstudie

An der Studie haben drei Klassen teilgenommen, eine 1. FMS (entsprechend einer 10. Klasse), eine 2.
FMS (11. Klasse) und eine 3. FMS, insgesamt n=62 Schilerinnen und Schler.

Die Klassen wurden informiert, dass der Autor eine Studie durchfiihren mochte.

4.2

Zunéchst haben die drei Mathematiklehrpersonen den Fragebogen (siehe Instrumente) ausftillen
lassen.Der Fragebogen umfasst Skalen zu Persdnlichkeitsmerkmalen (Selbstwirksamkeit) und
auch einige Angaben zum Schwerpunktfach, zum vorherigen Mathematikunterricht und eine Fra-
ge zur Motivation.

Die Lehrpersonen haben dann den ersten Teil der Lernumgebung zu binomischen Formeln im
Unterricht durchgefihrt.

In den Kalenderwochen 36 und 37, 2011, hat der Autor wéhrend 30-45 Minuten die Lernumge-
bung zur 1x1 Tafel durchgefiihrt und mit Kommentaren zurtickgegeben. Diese Lernumgebung
wurde nicht ausgewertet - die Klassen wurden aber gegen Ende unruhig. Klar war damit, dass der
Einsatz der auszuwertenden Lernumgebung nicht zu viel Zeit in Anspruch nehmen durfte.

In der 3.FMS hatte der Lehrer den Eindruck, dass seine Klasse die Sache ohne Bewertung nicht
engagiert angehen wirde. Wir haben uns deshalb dazu entschlossen, die Lernumgebung zu be-
werten. Punkte gab es fir eine vollstdndige Auflistung der ersten Treppenzahldarstellungen, fiir
jede Hypothese, deren Herleitung und Begriindung. Die Bewertung ist allerdings nicht in die
Auswertungen in der vorliegenden Diplomarbeit eingeflossen.

Die zweite Lernumgebung zu Treppenzahlen wurde in der Kalenderwoche 39, 2011, jeweils wéh-
rend 30 Minuten eingesetzt. Die Lernenden durften in Zweierteams arbeiten. Gerade in der dritten
Klasse haben sich aber auch gréssere Teams gebildet - wohl auch in der Hoffnung auf eine besse-
re Bewertung.

Nun wurden 6 Personen fiir eine Videostudie ausgewahlt. Am Abend nach dem Einsatz hat der
Autor kurz die Lernumgebungen angeschaut und aus jeder Klasse zwei Personen mit interessan-
ten Losungen ausgewahlt, die ausserdem noch ein breites Spektrum bei den Personlichkeits-
merkmalen aufwiesen. Es wurden Schiilerinnen und Schiiller mit dem Schwerpunkt Padagogik
genommen - so besteht eventuell die Mdglichkeit, den Personen in einigen Jahren an der Pédago-
gischen Hochschule wieder zu begegnen und weitere Interviews zu fiihren.

Die Interviews wurden am Tag nach dem Einsatz der Lernumgebung durchgefiihrt und dauerten
je 15 Minuten. Ziel der Interviews war, die Arbeitsweise der Schilerinnen und Schiler zu erfra-
gen und ausgehend von den erfolgten Bearbeitungen weitere Hypothesen zu erarbeiten. Schwer-
punkt war dabei die Frage, ob "grosse™ Zahlen eine Treppenzahldarstellung mit vorgegebener
Stufenanzahl besitzen: beispielsweise ob die Zahl 42 eine Darstellung mit 3 Stufen oder eine Dar-
stellung mit 4 Stufen besitzt. Dies ist die Umkehrfrage zur haufig formulierten Hypothese, dass
die Treppenzahldarstellungen mit Stufenanzahl 3 jeweils im Abstand 3 zueinander auftreten:
14+2+3=6, 2+3+4=9 usw.

So kénnen Thesen aus der empirischen Auswertung der schriftlichen Arbeiten belegt oder wi-
derlegt werden. Es kann mehr Uber erfolgreiche Experimentierstrategien ausgesagt werden.

Instrumente

4.2.1 Die Lernumgebungen
Diese werden weiter oben beschrieben und im Anhang aufgefihrt.
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4.2.2 Fragebogen
Im Anhang 3 wird der Fragebogen aufgefihrt.

Ziel des Fragebogens ist, allgemeine Merkmale der Schilerinnen und Schiler zu erfassen und zu erkun-
den, ob sich Zusammenhange mit den VVorgehensweisen beim Experimentieren finden lassen.

Die erste Seite des Fragebogens bezieht sich noch nicht spezifisch auf die Mathematik.
Zunéachst wird nach dem gewahlten Schwerpunkt gefragt.

Die Fragengruppe 2 wurde aus Satow (1999) entnommen. Diese Skala erfasst die allgemeine Selbstwirk-
samkeitsliberzeugung.

Bei der Fragengruppe 3 handelt es sich um eine Skala aus PISA 2000 (Kunter, 2002) zur schulischen
Selbstwirksamkeitstiberzeugung.

Die Fragen 4 bis 6 sind eigene Fragen.

Frage 4 erfasst den Einsatz des mathbu.ch (ein in den Sekundarschulen, aus denen die Schiilerinnen und
Schiler stammen, obligatorisches Lehrmittel, das sich am Projekt mathe 2000 und damit am Zahlenbuch
orientiert.)

Frage 5 erfragt, ob die Schulerinnen und Schuler erwarten, Mathematik im spateren Leben einsetzten zu
massen.

Frage 6 erfasst die Motivation im Mathematikunterricht. Hierbei wurde keine bekannte Skala verwendet.
Im Nachhinein ist dies zu bedauern. Die quantitativen Ergebnisse deuten zumindest an, dass die Motiva-
tion eine grossere Rolle spielt als die Selbswirksamkeitsiiberzeugungen.

Die Fragengruppen 7 und 8 sind Skalen aus Pisa 2003 (Ramm 2006), die die mathematische und mathe-
matikaufgabenbezogene Selbstwirksamkeitsiiberzeugung erfragen.

4.3 Passung des Kategoriensystems von Leuders, Naccarella, Philipp

4.3.1 Codehéaufigkeiten und Beispiele

Ein wichtiger Teil der vorliegenden Arbeit ist es, das Kategoriensystem von Leuders et al (2011), das im
letzten Kapitel beschrieben wurde, auf die Bearbeitungen der Schiilerinnen und Schiiler anzuwenden.
Waéhrend Leuders et al sowohl mit Primarschilerinnen und Primarschilern als auch mit Studierenden In-
terviews gefiihrt haben, wurden hier schriftliche Arbeiten von ca. 16-20 jahrigen Jugendlichen ausgewer-
tet. Insofern stellt diese Untersuchung einen echten Test des Kategoriensystems dar.

Mit Hilfe des Softwarepakets MAXQDA wurden alle Bearbeitungen der Schiilerinnen und Schiler er-
fasst und in den PDF-Dokumenten die Stellen codiert, die den verschiedenen Kategorien von Leuders et
al (2011) zuzuordnen waren. Um die Bearbeitungen vollstandig zu codieren, musste nur ein einziger
Code hinzugefligt werden:

"Aufgabe verstehen".

Einige Schulerinnen und Schiler befassten sich mit der Frage, ob Dezimalzahlen erlaubt sind, ebenso ne-
gative Zahlen. Die Frage nach Stufenhthe 1 trat auf - eine Schilerin hat ihre Lésungen dann auch auf die
verschiedenen moglichen Antworten bezogen.

Dieser Code passt gut zu Polyas Flyer zur Heuristik des Problemldsens (Polya, 1949) und auch zur Arbeit
von Haverty et al (2000), in der Analyse eine grosse Rolle spielt, insbesondere bei professionellen Prob-
lemldserinnen und -16sern.

Es folgt eine Tabelle mit den Codeh&ufigkeieten:
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Code Alle Codings  Dokumente
Beispielorientierte Hypothese 123 53
Reihenfolgebeispiel 89 44
Bestatigungsbeispiel 48 28
Gruppenbildung 43 23
Beispiel generieren 33 23
Folgehypothese 30 18
Hypothese formulieren 25 16
Begriindung 16 11
Aufgabe reflektieren 11 5
Gegenbeispiel 11 7
Spezifizierungshypothese 10 9
Hypothese verwerfen 6 6
Umgebungsbeispiel 4 4
Vollstandigkeitssuche 4 3
Grosses Beispiel 2 2
Kleinstes Beispiel 2 1
Struktursuche 2 2
Antworthypothese 1 1
Beispiele sortieren 1 1
Stellvertreterbeispiel 1 1
Besonderes Beispiel 0 0
Eigenschaften identifizieren 0 0
Ad-hoc-Hypothese 0 0
Allgemeines Beispiel 0 0

Diese Codes werden im Weiteren kursiv gesetzt.

Es zeigt sich, dass tatsachlich die Haupttatigkeit der Schilerinnen und Schiiler aus dem Generieren,
Strukturieren und Einordnen der Beispiele bestand.

In der Analyse der schriftlichen Bearbeitungen in dieser Arbeit ist der zeitliche Ablauf der Bearbeitung
kaum zugdnglich. Dies stellt einen Unterschied zur Arbeit von Leuders et al (2011) dar und wirkt sich bei
der Codierung aus:

Im Interview l&sst sich das Bilden der Beispiele und das Finden einer Strategie unterscheiden. Bei der
schriftlichen Arbeit ist dies nicht méglich. Ein Beispiel:
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Klar erkennbar ist das Reihenfolgebeispiel. Durch die farbigen Markierungen wird eine Gruppenbildung
erreicht, die dann in Hypothesen (Ungerade Z. ...) formuliert wird. An welchem Punkt der Bearbeitung
die Hypothesen entstanden und ob zu dem Zeitpunkt weitere farbliche Markierungen als Bestatigungsbei-
spiel angefertigt wurden, ist nicht feststellbar. Erkennbar ist aber, dass sowohl im Beispielraum, im Stra-
tegieraum als auch im Hypothesenraum gearbeitet wurde. Eine weitere typische VVorgehensweise war: Es
wurden aufeinanderfolgende Beispiele mit vorgegebener Stufenanzahl (Gruppenbildung) aufgeschrieben.
(Bsp. 3+4+5, 4+5+6, 5+6+7). Zugrunde liegt eine Strategie (Gruppenbildung), aufgeschrieben wurde nur
das Reihenfolgebeispiel. Bei der Codierung wurden in diesen Zusammenhéangen zwei Codes vergeben:
Reihenfolgebeispiel/Gruppenbildung. Auf den Code Beispiele sortierenwurde deshalb verzichtet: zur Un-
terscheidung von Gruppenbildung ware der zeitliche Ablauf wichtig. Ebenso l&sst sich Hypothese formu-
lieren nicht von Ad-hoc-Hypothese unterscheiden.

Allgemeines Beispiel wurde nicht gewéhlt, Eigenschaften identifizieren ist bei Treppenzahlen wenig not-
wendig.
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Struktursuche ist wieder eher bei miindlichen Bearbeitungen beobachtbar. Gegenbeispiele wurden nur
wenige aufgeschrieben: dies kann der Kultur an vielen Schulen, nichts "Falsches" zu notieren, geschuldet
sein. Zusammenfassend lasst sich sagen:

Mit der Erganzung Aufgabe verstehen l&sst sich das Kategoriensystem von Leuders et al (2011)
fur schriftliche Bearbeitungen tibernehmen und erfasst Strategien bei den Schiilerinnen und Schii-
lern der Fachmittelschule vollstandig. Zu beriicksichtigen ist, dass sich bei schriftlichen Bearbei-
tungen der zeitliche Ablauf der Entstehung nicht nachvollziehen lasst. Der Wechsel zwischen den
3 Réumen lasst sich gut dokumentieren, der typische Ablauf ist: Beispiele generieren, oft als Rei-
henfolgebeispiel (Beispielraum) -> Gruppenbildung (Strategieraum)-> beispielorientierte Hypo-
these (Hypothesenraum) -> Bestatigungsbeispiel (Strategieraum)

Die Relevanz des 3-Rdume-Modells von Leuders et al (2011) ist also Klar erkennbar.

Zur Verdeutlichung folgt ein weiterer Auszug aus einer Bearbeitung: Es beginnt mit einer Hypothese mit
Bestatigungsbeispiel zu Stufenanzahl 3. Dann folgen Beispiele, die immanent weitere Hypothesen zu Stu-
fenanzahl 2 und 6 enthalten - die Verallgemeinerung wird nicht notiert.
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Im Prinzip ist die Idee, dass bei Stufenanzahl n jeweils eine Erhdhung um n stattfindet, bereits gegeben.
Das wurde aber nicht explizit formuliert. Potenziell war diese Person erfolgreich bei der Bearbeitung der
Aufgabe. Sie wurde interviewt, dies wird weiter unten im Abschnitt "Bedingungen fiir erfolgreiches Ex-
perimentieren" untersucht.

Eine Arbeit stach heraus, da keinerlei Beispiele angefertigt wurden und auch keine Hypothesen explizit
formuliert wurden. Dies wird ebenfalls im Abschnitt "Bedingungen flr erfolgreiches Experimentieren”
als Gegenbeispiel weiter analysiert:
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4.3.2 Vereinfachung des Kategoriensystems von Leuders et al (2011) -
erste quantitative Auswertungen

Haverty et al (2000) sprechen von drei zentralen Aspekten des experimentellen Arbeitens:

Data Gathering (Datensammlung), Pattern Finding (Finden von Mustern) und Hypothesis Generation
(Hypothesenbildung). Das l&sst sich beinahe direkt in die 3 Rdume von Leuders et al (2011) tbersetzen:
Beispielraum, Strategieraum, Hypothesenraum. Zu beachten ist, dass das Priifen von Hypothesen, das bei
Leuders et al im Strategieraum verortet ist, bei Haverty et al nicht erwahnt wird.

Angesichts der guten Passung des Materials und des Konzepts von Leuders et al bietet sich an, die Daten
auch quantitativ zu untersuchen. Immerhin liegen Daten von 62 Schilerinnen und Schiilern vor.

Dies kann zur Beantwortung der Forschungsfragen dieser Diplomrbeit beitragen:

- Lassen sich Verbindungen zwischen Personlichkeitsmerkmalen von Schilerinnen und Schillern
und dem Verhalten beim experimentellen Arbeiten in der Mathematik finden?
- Welche Erfolgsbedingungen flr experimentelles Arbeiten gibt es?

Um dies zu erreichen, wurden die Arbeiten mit Hilfe des Softwarepakets SPSS und den folgenden Vari-
ablen analysiert:

- Ges.Bsp. : Gesamtzahl der Beispiele (Beispielraum)

- Sort. Bsp.: Anzahl der Beispiel, die einer Gruppierung folgen (Strategieraum). Hier wurde
erwogen, stattdessen die Anzahl der verschiedenen Gruppierungen zu verwenden. Dies korreliert
mit einerm Korrelationskoeffizienten von 0.969. Es spielt keine Rolle, welche Variable
genommen wird.

- Hyp. mit Gew.: Gewichtete Zahl der Hypothesen
Fur die letzte Variable wurden die hauptséchlich vorkommenden relevanten Hypothesen identifiziert:
Multiplikation mit 2 liefert ausgehend von der letzten Nicht-Treppenzahl wieder keine Treppenzahl
Zweierpotenzen sind keine Treppenzahlen (Prazisierung der ersten Hypothese)
Durch 3 teilbare Zahlen lassen sich als Dreiertreppen darstellen.
Die erste Dreiertreppenzahl ist 6 (Préazisierung der dritten Hypothese)
Jede vierte Zahl ist eine Vierertreppenzahl
Die erste Vierertreppenzahl ist 10. (Prazisierung der finften Hypothese)
Durch 5 teilbare Zahlen lassen sich als Fiinfertreppen darstellen.
Die erste Flinfertreppenzahl ist 15. (Prézisierung der siebten Hypothese)

© o N o gk~ w0 Db

Treppen mit 2n-1 Stufen fiihren auf eine Zahl der Form m(2n+1)

10. Treppen mit 2n Stufen fuhren auf eine Zahl der Form 2nm+2

11. Die mit 1 beginnenden Treppen sind die Dreieckszahlen

Insbesondere bei den Punkten 9 bis 11 geht es um die Ideen, nicht um die exakte Formulierung.

Es gab einige weitere Hypothesen, die aber fir eine weitere Betrachtung der Treppenzahlen nicht wirklich
relevant waren. Sie wurden deshalb hier nicht aufgenommen. Die Anzahl spielt keine grosse Rolle, wiirde
es aber verhindern, Hypothesenbildung und erfolgreiche Bearbeitung synonym zu verwenden - was in
diesem Zusammenhang, wie weiter oben erwahnt, sinnvoll erscheint.

Gewichtet wurde dann mit der Formel
Nr.1+0.5*Nr.2+Nr.3+0.5*Nr.4+Nr.5+0.5*Nr.6+Nr.7+0.5Nr.8+2*Nr.9+2*Nr.10+Nr.11

Die halben in der Gewichtung reflektieren den Zusammenhang mit der vorhergehenden Hypothese, die
Faktoren 2 Gewichten die Allgemeinheit der entsprechenden Hypothesen.
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Folgendermassen verteilt sich die gewichtete Zahl der Hypothesen:

Mittelwert = 1.85
Std -Abw. =1.9188

15.0 1 N =59

10.07

Haufigkeit

0.0~ —I

I 1
-20 20 40 6.0 8.0

Hypmitgewicht
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Dieser Graphik ist bereits anzusehen, dass ein rechter Teil der Schilerinnen und Schiler nicht viel Auf-
wand in die Bearbeitung der Aufgaben gesteckt hat. Im n&chsten Abschnitt findet sich eine Untersuchung,
inwiefern die Benotung in der dritten Klasse den Erfolg beeinflusst hat.

Die Graphik zeigt auch , dass eine kleine Gruppe erfolgreicher Probanden mit 5.5 und mehr Punkten be-

sonders erfolgreich war. Diese Gruppe wird weiter unten intensiver qualitativ untersucht. Von diesen Pro-
banden liegen zum Teil Interviews vor.

Es folgen die Darstellungen von "Gesamtbeispiele™ und "sortierte Beispiele"
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Mittelwert = 20
Stel.-Abw. =12.573
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Ein grosser Teil der Lernenden hat zwischen 18 und 40 Beispielen generiert. Das scheint auf eine intensi-

ve Bearbeitung hinzudeuten. Die Person mit mehr als 60 Beispielen wird noch gesondert untersucht -
auch hier liegt ein Interview vor.

Mittelwert = 7.97
Stel -Abw. = 9657

25.07 MN=259

20.07)
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Typisch sind hier Gruppierungen fur Zweiertreppen und Dreiertreppen, wobei Dreierteppen noch haufiger
sind. Es stellt sich die Frage, ob erfolgreiche Hypothesenbildner viele sortierte Beispiele brauchen.

4.4 Quantitative Auswertung des Fragebogens und der Bearbeitung
der Lernumgebung

Die statistischen Untersuchungen dieses Abschnitts, wie auch die Graphiken im letzten Abschnitt, wurden
mit dem Softwarepaket SPSS erstellt.
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4.4.1 Auswertung des Fragebogens - Persdnlichkeitsmerkmale

Zunachst wird untersucht, inwieweit die Personlichkeitsmerkmale miteinander zusammenhangen. (Auf-
genommen sind alle n=57 ausgefiillten Fragebogen)

Dabei ist die Variable Allg. Selbstw. die Summe der Fragen zur allgemeinen Selbstwirksamkeit (Frage-
block 2 des Fragebogens, siehe Anhang 3), analog Schul. Selbstw. fiir die schulische Selbstwirksamkeit
(Frageblock 4) , Math. Selbstw. zur mathematischen Selbstwirkamkeit (Frageblock 7) und M. Aufg.
Selbstw. die Summe der Einschatzungen, wie gut Aufgaben geldst werden kdnnen (Frageblock 8).

Korrelationen

**_Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,01 (2-seitig) signifikant.

M. Aufg.
Allg. Selbstw. | Schul. Selbstw. | Math. Selbstw. Selbstw.
Allg. Korrelation nach Pearson 1 489" 349" .249
Selbstw. Signifikanz (2-seitig) .000 .008 .062
Schul. Korrelation nach Pearson 489" 1 569" 385"
Selbstw. Signifikanz (2-seitig) .000 .000 .003
Math. Korrelation nach Pearson 349" 569" 1 435"
Selbstw. Signifikanz (2-seitig) .008 .000 .001
M. Aufg. Korrelation nach Pearson .249 385" 435" 1
Selbstw. Signifikanz (2-seitig) .062 .003 .001

Es treten oft hohe Korrelationen auf. Dies ist bei der Interpretation der weiteren Daten zu beriicksichtigen.

4.4.2 Auswertung des Fragebogens - Personlichkeitsmerkmale vs.
Klasse, Einsatz des mathbu.ch und erwarteter Wichtigkeit der
Mathematik nach der Schule

Die folgende Tabelle zeigt auf, wie die verschiedenen Personlichkeitsmerkmale mit der Klasse zusam-
menhangen, ndmlich gar nicht. Die Motivation wurde als weiteres Personlichkeitsmerkmal aufgenom-
men. (Diese Variable beruht nur auf einer Frage, ndmlich wie gross die Motivation in Mathematik ist). In-
teressanterweise, das zeigen die letzten beiden Spalten, ist auch kein Zusammenhang mit dem Einsatz des
mathbu.ch (einem sich an konstruktivistischen Prinzipien orientierendem Lehrmittel) und der Antwort auf
die Frage, ob Mathematik spater gebraucht wird, festzustellen.
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Korrelationen Klasse mathbu.ch | Math. brauchen

Klasse Korrelation nach Pearson 1 -.154 -.066
Signifikanz (2-seitig) .274 .625

N 62 52 57

Allg. Selbstw. Korrelation nach Pearson -.011 .076 .052
Signifikanz (2-seitig) .935 .592 .698

N 57 52 57

Schul. Selbstw. Korrelation nach Pearson -.149 -.141 .011
Signifikanz (2-seitig) .267 .319 .934

N 57 52 57

Math. Selbstw. Korrelation nach Pearson -121 .072 -.090
Signifikanz (2-seitig) .369 .613 .507

N 57 52 57

M. Aufg. Selbstw. Korrelation nach Pearson -.021 -.011 -.027
Signifikanz (2-seitig) .874 .940 .841

N 57 52 57

Motiv. Math. Korrelation nach Pearson -.092 129 247
Signifikanz (2-seitig) .498 .361 .064

N 57 52 57

Dass kein Zusammenhang der Selbstwirksamkeitsiiberzeugungen und der Motivation mit dem mathbu.ch
besteht, verdient eine besondere Erwahnung. Eine mdglich Erklarung ist, dass das Buch nicht von Lehr-
personen mit konstruktivistischen Beliefs (Coactiv, Baumert und Kunter, 2010) eingesetzt wird. Das
Lehrmittel muss verpflichtend von allen Lehrpersonen eingesetzt werden - die Erhebung zeigt jedoch,
dass dies nicht tiberall geschieht.

Weiter ist bemerkenswert, dass keine Korrelation zwischen der Klassenstufe und der Selbstwirksam-
keitsliberzeugung bei Matheaufgaben besteht. Wéhrend der Ausbildung an der FMS steigt die Erwar-
tung nicht, Aufgaben l6sen zu kénnen, die am Ende der 9. Klasse l6sbar sein sollten - und voraussicht-
lich sowohl fiir den Beruf, den Alltag und die weitere Ausbildung relevant sind.

Der Fragebogen gibt Anlass, das Lehrmittel, zumindest dessen Einsatz, und den Wissenszuwachs an der
FMS kritisch zu hinterfragen. Dies ist aber nicht Thema dieser Studie. Der Fokus liegt auf der Untersu-
chung von Bedingungen experimentellen Verhaltens von Schilerinnen und Schilern.

4.4.3 Auswertung der Bearbeitung der Lernumgebung - quantitative
Erfassung von Hypothesenraum, Beispielraum und
Strategieraum

Das Kategoriensystem von Leuders, Nacarella, Philipp (2011) wurde im Abschnitt "Vereinfachtes Kate-

goriensystem..." vereinfacht und auf ihr 3-Radume-Modell angepasst, so dass das 3-Raume-Modell nun
quantitativ ausgewertet werden kann.
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Fur den Hypothesenraum gibt es also das Kriterium Hyp. mit Gew., flr den Stategieraum Sort. Bsp. und
fiir den Beispelraum Ges.Bsp. .

Zu beachten ist, dass ein enger Zusammenhang zwischen Strategieraum und Hypothesenraum existiert:
Wer die 3er Treppen systematisch aufschreibt findet schnell eine Hypothese - und wer eine Hypothese
entwickelt hat, bildet noch einige Beispiele.

Interessant ist an dieser Stelle die folgende Graphik:

6.0 e} o] (o]

4.0

Hypmitgewicht

0 0 40 60
Ges.bsp

Diese Graphik zeigt, dass die erfolgreichen Hypothesenbilder (5.5 und mehr) zwischen 18 und 39 Bei-

spielen erstellen. Diese Personen verteilen sich auf drei Abeitsgruppen, die jeweils zusammen gearbeitet
haben. Zu zwei der Personen liegt kein Fragebogen vor. Als Kategorie "Erfolgreiches Experimentieren”
ist damit die statistische Datengrundlage recht diinn. Deshalb werden die Lernenden mit 3 und mehr bei
Hyp. mit Gew. in die Kategorie des erfolgreichen Experimentierens mit aufgenommen.

Auch wenn die Erfolgsbedingung als 3 und mehr definiert wird, befindet sich die Zahl der Beispiele im
Bereich von 18 bis 39. Es scheint sich ein optimaler Beispielbereich zu ergeben.

Die Person mit iber 60 Beispielen hat versucht, Zusammenhédnge mit binomischen Formeln aufzustellen.
Dabei hat sie interessante Untersuchunten angestellt, die aber von der Variablen Hyp. mit Gew. nicht er-
fasst wurden. Haverty et al (2000) wirden sie als nicht erfolgreich bezeichnen, da sie nicht zielgerichtet
auf die Frage hin gearbeitet hat.

Die andere Person mit vielen Beispielen wurde von mir interviewt - die richtige Hypothese fiir ungerade
und gerade Stufenzahlen war vorhanden - wurde aber nicht schriftlich notiert.

Im Abschnitt "Erfolgreiches Hypothesenbilden und Personlichkeitsmerkmale" werden diese Félle genauer
betrachtet. Es handelt sich um die Schilerinnen und Schiiler mit den laufenden Nummern 1_04, 1_09,
110, 3_11, 3_14 mit 3 Hyp. mit Gew. und die Nummern 2_10, 2_13, 3 01, 3_03, 3_04, 3_07, 3_09,
310, 3_12 mit 5.5 oder mehr bei der Variablen Hyp. mit Gew..

Ausserdem werden 2_07 und 1_05 mit mehr als 40 Beispielen auch in der folgenden qualitativen Unter-
suchung intensiver beleuchtet.
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4.4.4 Auswertung der 3 Raume bezogen auf die Klassenstufe

Die folgende Tabelle zeigt Zusammenhénge zwischen den drei R&umen.

Korrelationen

Korrelationen Ges.Bsp. | Sort. Bsp. [ Hyp. mit Gew.

Ges.Bsp. Korrelation nach Pearson 1 558" 388"

Signifikanz (2-seitig) .000 .002

N 59 59 59
Sort. Bsp. Korrelation nach Pearson 558" 1 636

Signifikanz (2-seitig) .000 .000

N 59 59 59
Hyp. mit Gew.  Korrelation nach Pearson 388" 636" 1

Signifikanz (2-seitig) .002 .000

N 59 59 59

** Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,01 (2-seitig) signifikant.
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Die drei Dimensionen hangen eng miteinander zusammen - der Zusammenhang zwischen den nicht be-
nachbarten Rdumen Ges.Bsp. und Hyp. mit Gew. ist noch am kleinsten.

Trotzdem widerspricht dies den Befunden von Haverty et al (2000): Erfolgreiche Bearbeitung und Zahl

der Beispiele korrelieren.

Wichtig ist weiter die Beobachtung, dass sich die Schulklassen unterscheiden, insbesondere die Klassen 1

und 3.
Standardabwei- | Standardfehler
Klasse Mittelwert chung des Mittelwertes
Ges.Bsp. 3 18 23.33 6.843 1.613
1 23 16.26 15.360 3.203
Sort. Bsp. 3 18 10.78 12.445 2.933
1 23 5.74 6.982 1.456
Hyp. mit Gew. 3 18 3.306 2.1430 .5051
1 23 1.000 1.0871 .2267

T-Test bei unabhéngigen
Stichproben
Varianzen nicht gleich T df Sig. (2-seitig)

Ges. Bsp. 1.972 31.917 .057
Sort. Bsp. 1.539 25.223 .136
Hyp. mit Gew. 4.164 23.792 .000

Dieser anscheinend deutliche, aber nur bei den Hypothesen hoch signifikante Unterschied erklart sich am
ehesten durch die Bewertung in der 3. Klasse.
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Wird nun in der ersten Klasse der Ausreisser 1_05 mit 65 Gesamtbeispielen (Ges. Bsp. ) ausgeschlossen,
S0 ist ausserdem (alpha=0.003) der Unterschied bei Ges. Bsp. hoch signifikant.

Auch zwischen der 2. und 3. Klasse besteht ein signifikanter Unterschied bei den Hypothesen mit Ge-

wicht.
Standardabwei- | Standardfehler
Klasse N Mittelwert chung des Mittelwertes
Ges.Bsp. 3 18 23.33 6.843 1.613
2 18 21.44 12.430 2.930
Sort. Bsp. 3 18 10.78 12.445 2.933
2 18 8.00 9.368 2.208
Hyp. mit Gew. 3 18 3.306 2.1430 .5051
2 18 1.611 1.7786 4192
T-Test bei unabhé&ngigen
Stichproben, Varianzen
nicht gleich. T df Sig. (2-seitig)
Ges.Bsp. .565 26.438 577
Sort. Bsp. 757 31.583 .455
Hyp. mit Gew. 2.581 32.884 .014

Vergleich von Klasse 2 und 1. Die beiden Klassen unterscheiden sich nicht signifikant, auch wenn die
Mittelwerte in der Klasse 2 jeweils 30 bis 50 Prozent hoher liegen.

Standardabwei- | Standardfehler
Klasse Mittelwert chung des Mittelwertes
Ges.Bsp. 2 18 21.44 12.430 2.930
1 23 16.26 15.360 3.203
Sort. Bsp. 2 18 8.00 9.368 2.208
1 23 5.74 6.982 1.456
Hyp. mit Gew. 2 18 1.611 1.7786 4192
1 23 1.000 1.0871 .2267
T-Test, unabh. Stichpr.,
Varianz nicht gleich _ N
T df Sig. (2-seitig)
Ges. Bsp. 1.194 38.939 .240
Sort. Bsp. .855 30.533 .399
Hyp. mit Gew. 1.282 26.635 211

Die 3. Klasse war also signifikant erfolgreicher als die beiden anderen Klassen.

Im Weiteren wird untersucht, wie die Bearbeitungen, aufgeschlisselt nach den drei R&umen, mit den in
der Umfrage erhobenen Kenndaten zusammenhéangen.
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4.4.5 Auswertung der quantitativen Untersuchung der Lernumgebung
vs. Persdnlichkeitsmerkmale
Diese Tabelle fasst Korrelationen zwischen den in der Umfrage erhobenen Personlichkeitsmerkmalen und

den Bearbeitungen, aufgeschlisselt nach den 3 Rdumen, zusammen. Da, wie oben gesehen, die Klassen-
zugehorigkeit eine Rolle spielt, wird dies auch noch nach Klassen aufgeschliisselt betrachtet.

Korrelationen Ges.Bsp. | Sort. Bsp. | Hyp. mit Gew.
Allg. Selbstw. Korrelation nach Pearson -.054 .049 .146
Signifikanz (2-seitig) .698 .726 .291
N 54 54 54
Schul. Selbstw. Korrelation nach Pearson -.036 .090 .091
Signifikanz (2-seitig) 797 517 511
N 54 54 54
Math. Selbstw. Korrelation nach Pearson 283" .180 .233
Signifikanz (2-seitig) .038 192 .090
N 54 54 54
M. Aufg. Selbstw. Korrelation nach Pearson .067 .011 126
Signifikanz (2-seitig) .632 .936 .365
N 54 54 54
mathbu.ch Korrelation nach Pearson -.054 -.088 .026
Signifikanz (2-seitig) .708 .540 .854
N 51 51 51
Math. brauchen Korrelation nach Pearson -.062 -.088 .079
Signifikanz (2-seitig) .656 .526 571
N 54 54 54
Motiv. Math. Korrelation nach Pearson -.161 -.013 287
Signifikanz (2-seitig) .244 .923 .036
N 54 54 54

*. Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,05 (2-seitig) signifikant.

Signifikant, auf Niveau 0.05, sind einzig die Korrelationen Math. Selbstw./ Ges. Bsp und Motiv. Math/
Hyp. mit Gew..

Werden nur die 39 Personen betrachtet, die mindestens eine Hypothese gebildet haben (sich also intensi-
ver mit der Aufgabe beschaftigt haben), so liegen beide Korrelationen tiber 0.4 und sind hochsignifikant.

Werden ausserdem nur Personen betrachtet, die bei Ges.Bsp. mindestens 10 erreicht haben, so steigt die
zweite Korrelation auf 0.542, hochsignifikant.
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Es zeigt sich, dass die Betrachtung der
Streudiagramme aufschlussreich ist. Zu-
néchst Math. Selbstw. - Ges. Bsp.

Werden hier die beiden Ausreisser mit
mehr als 50 Beispielen entfernt, so bleibt
ein Korrelationskoeffizient von 0.076.

Ges.bsp
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Bei der zweiten signifikanten Korrelation Allg. Selbstw. und Hyp. mit Gew. zeigen die Streudiagramme
der verschiedenen Klassen deutlich verschiedene Bilder. Links die dritte Klasse, rechts die erste Klasse
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In der dritten Klasse gibt es eine Gruppe von Personen mit hoher Selbstwirksamkeit, die dann auch hohe

Hypothesenzahlen generiert haben. Die Person oben links hat in dieser Arbeitsgruppe mitgearbeitet.

In der ersten Klasse fehlt die erfolgreiche Gruppe, die in der dritten Klasse die Korrelation "erzeugt" hat.
Die Person mit 35 Beispielen, ohne Hypothesen, hat die negative Korrelation zur Folge.

Die Korrelationen scheinen insgesamt durch Ausreisser gepréagt zu sein, von Klasse zu Klasse verschie-
den. Das wird in der nachsten Tabelle néher dargestellt, die die Korrelationen nach Klasse aufschlisselt.

In der Graphik sind mittlere bis hohe Korrelationen tirkis, hohe Korrelationen gelb und signifikante Er-

gebnisse auch gelb markiert.
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3. Klasse 2. Klasse 1. Klasse
Hyp. Hyp. Hyp.
Korrelationen Ges.B| Sort. mit | Ges.B| Sort. mit | Ges.B | Sort. mit
Sp. Bsp. | Gew. sp. Bsp. | Gew. sp. Bsp. | Gew.
Allg. Korrelation nach Pearson | -.379| -.138| .538"| .336| .638"| .002| -.150| -.287| -.368
Selbstw.  sjgnifikanz (2-seitig) 163| .623| .039| .203| .008| .995] .495| .184| .084
N 15 15 15 16 16 16 23 23 23
Schul. Korrelation nach Pearson | -.100| -.022 357 365 | .651" 276 -.151) -.197| -.242
Selbstw.  Signifikanz (2-seitig) 723 .939 192 .164 .006 .300 493 .369 .266
N 15 15 15 16 16 16 23 23 23
Math. Korrelation nach Pearson | -.093| -.102| .396| .568 | .663" | .495| .266| -.003| -.105
Selbstw.  Signifikanz (2-seitig) 743| .718| .144] .022] .005| .051| .220| .988| .632
N 15 15 15 16 16 16 23 23 23
M. Aufg. Korrelation nach Pearson | -.186| -.243 .226 .304 491 357 .083] -.051 .076
Selbstw.  Signifikanz (2-seitig) .508 .383 417 .253 .053 175 .708 .818 731
N 15 15 15 16 16 16 23 23 23
Math- Korrelation nach Pearson | -.085| .157| .615 | -.178| -.135| .135] -019| -270| -.294
bu.ch Signifikanz (2-seitig) 784 .609| .025] .509] .619| .617| .934| .225| .184
N 13 13 13 16 16 16 22 22 22
Math Korrelation nach Pearson .258 .000 190 -.063| -.029 423 -.176] -.249 .073
brauch Signifikanz (2-seitig) .354| 1.000 497 .817 914 .103 421 .252 741
N 15 15 15 16 16 16 23 23 23
Motiv.  Korrelation nach Pearson | .246| .326| .630°| .105| .166] .637 | -.400| -421 | -.265
Math. Signifikanz (2-seitig) 378| .236| .012] .699] .539| .008| .058| .045| .223
N 15 15 15 16 16 16 23 23 23

** Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,01 (2-seitig) signifikant.

*. Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,05 (2-seitig) signifikant.

4.45.1 Korrelationen in der dritten Klasse

Auch bei den anderen signifikanten Korrelationen der 3. Klasse sind die "positiven Ausreisser" entschei-
dend. Da Hyp. mit Gew. sowohl mit mathbu.ch als auch mit Motiv. Math. korreliert, sollte noch die Be-
ziehung mathbu.ch - Motivation Mathematik angeschaut werden. Die linke Graphik zeigt das Streudia-
gramm fiir die dritte Klasse, die rechte das Diagramm fur alle Klassen.
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Auffallend ist, dass es in der dritten Klassekeine Personen mit hohem Einsatz des mathbu.ch und niedri-
ger Motivation in Mathematik gibt. Dieses Bild bestatigt sich nicht tber alle Klassen hinweg. Unter der
Gruppe, die das mathbu.ch viel einsetzt, gibt es eine grosse Streuung in der Motivation.

Zur Erinnerung: die Korrelation von mathbu.ch-Einsatz und Motivation liegt bei 0.13 und ist deutlich
nicht signifikant.

Wichtig kann in diesem Zusammenhang sein, dass sich die Mittelwerte bei der Frage zum Einsatz des
mathbu.ches unterscheiden: in der ersten Klasse 2.64, in der zweiten 3.31 und in der dritten 2.00. Im Kan-
ton Baselland, in dem die Untersuchung durchgefiihrt wurde, ist der Einsatz des mathbu.ch erst seit kur-
zem verpflichtend. In der dritten Klasse wurde es von den Lehrpersonen freiwillig eingesetzt. Wenn pos-
tuliert wird, dass Personen, die das mathbu.ch freiwillig einsetzten, eher eine konstruktivistische Grund-
einstellung haben, so konnte dies die moderierende Variable sein, denn konstruktive Uberzeugungen kor-
relieren allgemein positiv (.32) mit dem Lernerfolg. (Kunter und Baumert 2011, Seite 248). Werden die
Korrelationen berechnet, so zeigen sich zwar mittlere Korrelationskoeffizienten, aber keine signifikanten
Ergebnisse

Korrelationen 3. Klasse mathbu.ch
Allg. Selbstw. Korrelation nach Pearson .486
Signifikanz (2-seitig) .078
N 14
Schul. Selbstw. Korrelation nach Pearson .168
Signifikanz (2-seitig) .565
N 14
Math. Selbstw. Korrelation nach Pearson .000
Signifikanz (2-seitig) 1.000
N 14
M. Aufg. Selbstw. Korrelation nach Pearson -.200
Signifikanz (2-seitig) 492
N 14
Motiv. Math. Korrelation nach Pearson 410
Signifikanz (2-seitig) .145
N 14
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4.45.2 Korrelationen in der zweiten Klasse

In dieser Klasse zeigen sich die deutlichsten Korrelationen, teilweise hoch signifikant.

Die Zahl der Hypothesen korreliert hoch mit der Motivation in Mathematik, die Zahl der sortierten Bei-
spiele korreliert mit allen Selbstwirksamkeitskategorien.

Ausserdem korreliert die mathematische Selbstwirksamkeit mit den 3 Kategorien, die die drei Rdume
darstellen. Es folgen Streudiagramme einiger Korrelationen.
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Bis auf M. Aufg. Selbstw./ Sort. Bsp. sind alle Zusammenhénge hoch signifikant. Wére nur diese Klasse
untersucht worden, so wére ein deutlicher Zusammenhang zwischen Selbstwirksamkeit und den sortierten
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Beispielen - also dem Arbeiten im Strategieraum, vermutet worden.. Dieses Bild bestétigt sich allerdings
in den beiden anderen Klassen nicht - in der 3. Klasse, die insgesamt erfolgreicher war, sind diese Korre-
lationen sogar negativ, was doch sehr tiberraschend ist.

Diese Graphik zeigt den Zu-

2. Klasse

sammenhang von Math.
Selbstw. und Hyp. mit Gew. 6o s .
Mit alpha=0.051 ist die Kor-
relation knapp nicht signifi- o
kant - es ist allerdings wieder
schon zu erkennen, dass po- .
sitive Ausreisser die Korre- g 4o
lation erzeugen. =3
E a0
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2.09 o a0 o o
[e] o]
1.0 o o o o
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4,453 1.Klasse Math_selbstwirk

Wird nur die erste Klasse un-

tersucht, so ergibt sich eine leicht signi
fikante negative Korrelation zwischen 21 o
der Sort. Bsp. und der Motiv. Math.
Insgesamt sind alle Korrelationen zwi-
schen der Motivation und den Variab- "] °
len aus der schriftlichen Bearbeitung
negativ. Weiter oben wurde aber ge-
zeigt, dass die Klasse insgesamt wenig
Beispiele und Hypothesen produziert o oo @
hat. Nur 8 Personen haben mehr als ei-

1. Klasse

ne Hypothese aufgestellt und ausserdem i ” :
mehr als 9 Beispiele produziert. Die d oo @ @
Aufgabe ist anscheinend insgesamt in , : , ,
der Klasse nicht gut angekommen. 1 : Motiv Mathe ’ '

Auch bei dieser erfolgreichen Gruppe sind aber die Korrelationen mit der Motivation negativ. Dieser Zu-
sammenhang tritt in den anderen Klassen nicht auf.
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4.4.6 Zusammenfassung und Interpretation

Die Modellierung der drei Rdume zeigt eine Korrelation zwischen den Raumen, die aber nicht zu stark
ist.

Es ist ein Widerspruch zu Haverty et al (2000) festzustellen, die keinen Zusammenhang zwischen "Data
Gathering™ und erfolgreicher Bearbeitung feststellen.

Die Untersuchung aus Haverty et al (2000) beziiglich des Zusammenhangs zwischen "Pattern Finding™,
"Hypothesis Generation" und erfolgreicher Bearbeitung kann hier leider nicht nachvollzogen werden, da
das Finden von Hypothesen praktisch gleichbedeutend ist mit erfolgreicher Bearbeitung.

Es bleibt festzustellen, dass kein stabiler Zusammenhang zwischen den Personlichkeitsmerkmalen und
dem Experimentierverhalten besteht. In der zweiten Klasse ist ein starker Zusammenhang vorhanden, in
der 3. immerhin ansatzweise.

In der dritten Klasse, in der die Lernumgebung benotet wurde, hat es intensiv zusammen arbeitende
Gruppen gegeben. Auch wenn dabei, wie im Abschnitt *Bedingungen fiir erfolgreiches Experimentieren
zumeist Personen mit ahnlichen Selbstwirksamkeitsiiberzeugungen zusammengearbeitet haben, kann das
den Zusammenhang gestort haben.

Die erste Klasse wurde nur ein Vierteljahr vor der Untersuchung gebildet. Allfallige Beliefs der Lehrper-
son, die, wie COACTIV (Baumert und Kunter, 2010) gezeigt hat, einen Einfluss auf das Lernverhalten
der Klasse haben, haben also noch keinen grossen Einfluss auf die Klasse.

Es kann vermutet werden, dass der Zusammenhang mit curricular bedeutsamer Mathematik von vielen
nicht gesehen wurde - was dieBearbeitungstiefe verringert hat und auch den Zusammenhang mit mathe-
matikbezogenen Uberzeugungen aufgehoben hat.

In der zweiten Klasse unterrichtet nach der, subjektiven, Einschatzung des Autors eine Lehrperson mit
konstruktivistischen Beliefs. Der Klasse kdnnte ein experimentelles Verhalten vertrauter sein. So kénnte
die Passung zwischen experimentellem Verhalten und Selbstwirksamkeit grésser sein. Mit der gebotenen
Vorsicht l&sst sich damit ein Resultat formulieren:

Es gibt Klassen, in denen mittlere bis hohe Korrelationen zwischen Selbstwirksamkeitsuberzeu-
gungen und Aspekten des experimentellen VVerhaltens feststellbar sind. Diese Korrelationen sind
allerdings nicht stabil und kdnnen leicht von verschiedenen Einflussfaktoren tiberlagert werden.

In folgenden Untersuchungen muss also unbedingt das Verhalten der Lehrperson einbezogen werden: ei-
nerseits kann, auch nach den Untersuchungen von COACTIV (Baumert und Kunter, 2010), vermutet
werden, dass das Verhalten der Lehrpersonen einen grossen Einfluss hat, andererseits zeigt sich in dieser
Arbeit, im Abschnitt "Bedingungen fir erfolgreiches Experimentieren”, dass eine Lernwegbegleitung
wichtig ist.

Ein Zusammenhang mit dem Einsatz des mathbu.ch ist nur in der Klasse festzustellen, die am langsten
ohne mathbu.ch arbeitete.
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4.5 Bedingungen fur erfolgreiches Experimentieren

In diesem Abschnitt werden die Daten der erfolgreichen Teilnehmenden, sowie einer Person ohne Bei-
spiele und einer Person mit extrem vielen Beispielen untersucht. Als besonders erfolgreich werden Perso-
nen mit 3 oder mehr Punkten bei Hyp. mit Gew. und deren Arbeitsgruppen eingestuft.

Die betrachteten Personen haben jeweils in Gruppen zusammengearbeitet. Diese Gruppen werden ge-
trennt analysiert. Bei der Analyse wird ausgegangen von den Daten zur Selbstwirksamkeit und den Er-
gebnissen der Variablen zum 3-R&dume Modell. Ausgehend von diesen Zahlen werden die schriftlichen
Bearbeitungen, und, soweit vorhanden, die Interviews ausgewertet. Mit Hilfe des Kategoriensystems von
Leuders et al (2011) werden die Strategien der jeweiligen Gruppe herausgearbeitet. Beim Ubergang von
der einen zur néchsten Arbeitsgruppe werden jeweils Unterschiede und Gemeinsamkeiten betont. Begon-
nen wird aber zunéchst mit einer quantitativen Untersuchung der besonders erfolgreichen Gruppe.

4.5.1 Erfolgreiches Hypothesenbilden und Personlichkeitsmerkmale

Verglichen werden die verschiedenen Variablen bei den Personen mit >=3 bei Hyp. mit Gew..

Gruppenstatistiken Test bei unabhéngigen Stichproben

Hyp. mit Stand.ab T-Test fur die Mittelwert-
Gew. N Mittelwert w, leichheit
Ges.Bsp. >=3.0 14 26.43|  6.406 Sig. (2-
<3.0 45 18.00] 13382] e il df__1_seitig)
Sort. Bsp. >= 3.0 14 1750| 12177 fe—re 3.206 | 46.786 L]
<30 45 500l 6408 - BSP. 3.681 | 15.370 002
- - - Allg. Selbstw. 671 | 14.667 513
Allg Selbstw. >= 3.0 12 2002| 3942 0o ' ' '
<30 42 2910|  2.937 1553127.093] 132
IMath. Selbstw. 1433 17.370 170
Schul. Selbstw.  >= 3.0 12 11.92| 1505 ' ' '
M. Aufg. Selbstw. 767 | 22,617 457
<3.0 42 11.05| 2284 ' ' '
mathbu.ch 645 | 14.151 529
Math. Selbstw. >= 3.0 12 1133 2708 fo—e—— - ' '
<3.0 42 1007| 2626 IMotiv —— :329118.918| 746
M. Aufg. Selbstw.  >= 3.0 12 2583|  3.857 21181 30605] 042
selbst <3.0 42 24.81 4.984
mathbu.ch >= 3.0 11 245 1508
<3.0 40 278 1271
Math. brauchen >=3.0 12 2.33 .651
<3.0 42 2.26 701
Motiv. Math. >= 3.0 12 2.67 492
<3.0 42 2.26 828

Es zeigt sich, dass diese Gruppe hoch signifikant mehr Beispiele generiert. Auch ein schwach signifikan-
tes Plus bei Motiv. Math. ist zu beobachten. Es gibt jedoch keinen Zusammenhang mit den Selbstwirk-
samkeitsliberzeugungen. Insbesondere bei diesen Personen kann dies aber an der Zusammenarbeit in Ar-
beitsgruppen liegen. Die Zusammenarbeit spielt bei der kleinen Stichprobengrosse eine grissere Rolle. In
weiteren Untersuchungen sollte mit anderen Skalen geforscht werden, ob sich Personlichkeitsmerkmale
identifizieren lassen, die das Experimentieren begunstigen.
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Erwahnenswert ist, dass bei den sieben Personen, die bei Hyp. mit Gew. 5 oder mehr erreicht haben, funf
dabei sind, die beim mathbu.ch eine 3 oder mehr angekreuzt haben (eine Person hat keine Angaben ge-
macht). Dies ist aber zu wenig fur eine quantitative Analyse.

4.5.2 Erste n Zahlen - Dritte Klasse

Einfacher zu untersuchen sind dabei die Gruppen, die zu Anfang systematisch alle Beispiele fiir die ersten
Treppenzahldarstellungen aufgeschrieben haben. Deshalb wurde mit einer Gruppe der dritten Klasse be-
gonnen. Auffallig war dann, dass alle erfolgreichen Gruppen aus dieser Klasse mit vielen Reihenfolgebei-
spielen begonnen haben, wohingegen in der zweiten Klasse gleich Beispiele mit vorgegebener Stufenanz-
ahl produziert wurden.

45.2.1 Die vier Arbeitsteilerinnen

Diese Gruppe besteht aus vier Personen, davon wurde 3_01 nachgéngig interviewt. Aufgeschrieben haben
alle ihre eigene Arbeit (es wurde ja einzeln bewertet), aber die Bearbeitungen sind sehr &hnlich, hat die
Gruppe doch von Beginn an zusammen gearbeitet. Folgendermassen sehen die statistischen Daten der
Gruppe aus:

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg | Math- | Motiv. | Ges. Sort. | Hyp mit
Nr. KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23| 200]| 7.2 1.8
3 01 3|f P 33 11 6 18 4 3 30| 34 6.5
3 09 . Keine Teilnahme an Umfrage s | 33 5
310 3[f P | 24 | 12 | 14 | 26 | 1] 3 30| 33 5.5
3 12 3l Keine Teilnahme an Umfrage s | 33 5

Interview mit 3_01

Es folgt ein geglattetes Transskript aus einem Teil des Interview mit 3_01. Der erste Teil zeigt die Not-
wendigkeit der Kategorie Aufgabe verstehen, dann folgen Aussagen zur Arbeitsteilung in der Gruppe.

3_01: Wir haben zuerst nicht begriffen, dass die Zahlen hintereinander sein miissen, haben
gedacht, dass es auch 1, 2 und 4 sein kénnen. Dann gébe es ja unendlich viele Mdglichkeiten.

Dann haben wir das begriffen, wollten alle durchmachen bis 20 und haben dann gesehen, dass es
bei 21 viele Maglichkeiten gibt. Dann nehmen wir noch 25 und 40 dazu. Das brauchten wir aber
nicht mehr.

(...)

Ich habe mehr die Struktur gebracht, habe nicht mit dem Taschenrechner gearbeitet. Habe alles
wiederholt. Habe eigentlich immer gesagt, wie wir es machen mussen. Also z. B. 'Jetzt probieren
wir mal die 20 aus' und so. Die anderen haben das dann herausgefunden, haben es aufgeteilt, z. B.
hat eine gesagt, ich nehme mal 1 bis 5. Sonst wiirde es ja ewig gehen. Ich habe dann alles
aufgeschrieben und habe gesagt, wenn sie es von den anderen nicht gehort haben. Auf die Sachen
sind wir gemeinsam gekommen. Die Auswertung habe ich dann gemacht, wéahrend sie noch bis
25 gerechnet haben.

I: Die Sachen haben Sie dann auch herausgefunden?

3_01: Das haben wir schon zusammengemacht, das hier, was heruntergeht, habe ich
herausgefunden, das weiss ich noch. Die anderen haben dann auch Zeug herausgefunden, das
nicht so wichtig ist. Ich habe es dann formuliert, weil die anderen nicht so gut in Deutsch sind.
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Die Gruppe zeichnet sich also durch eine intensive Arbeitsteilung aus. Koordinierend Protokoll fihrend
fungierte dann interessanterweise eine Person, die eine hohe allgemeine Selbstwirksamkeitserwartung
hat, aber sich in Mathematik eher unterdurchschnittlich einschétzt.

Sie erreicht eine gewisse Dominanz in der Gruppe, kann auch entscheiden, was wichtig genug zum Notie-
ren ist. Vor der Bearbeitung der Lernumgebung fiel sie durch eine sehr kritische Haltung zur Bewertung
auf. Sie sagt von sich, dass sie durch intensives Lernen eine gute Mathematiknote hat. Im Interview tre-
ten dann auch einige Schwachen in Mathematik auf: Sie glaubte, 240 habe genau die gleichen Teiler wie
24, verwechselte Wurzeln und Potenzen (von 2). Es ist ihr nicht klar geworden, dass es einen Unterschied
bezuglich Teilbarkeit bei geraden und ungeraden Stufenanzahlen gibt.

Interessant war, dass sie im Interview verschiedene falsche Hypothesen produzierte, die sie dann selber
widerlegte, zum Beispiel: Ist 22 eine Vierertreppe, dann auch die doppelte Zahl, also 44. Das deutet auf
einen flexiblen Umgang mit ihren eigenen Ideen hin. Die Kategorien Gegenbeispiel und Hypothese ver-
werfen sind, wie erwartet, im Interview viel wichtiger als in schriftlichen Ausarbeitungen. Verworfene
Hypothesen werden einfach nicht notiert.

Bearbeitungen:

Eingefligt hier die Bearbeitung von 3_10: nach einem anfanglichen Reihenfolgebeispiel wird dargestellt
welche Zahlen welche Treppenzahldarstellungen besitzen (Reihenfolgebeispiel/Gruppenbildung). Die
Regelmaéssigkeit wird dann auch formuliert (Beispielorientierte Hypothese).
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Der Entstehungsweg lasst sich nur im Interview nachvollziehen. Auf der linken Seite befindet sich die
Gruppe zunachst im Beispielraum - der sehr systematisch bearbeitet wird. Bei der farbigen Gruppierung
befindet sich die Gruppe im Strategieraum. Die rechte Seite ist dann der Hypothesenraum, zunéchst mit
konkreten Zahlen formuliert, dann noch allgemein.

Erfolgsstrategie

- Arbeitsteilung. Eine Gruppenleitung kann helfen, die Arbeit zu strukturieren.
- Effektiv Datenbasis fur spatere Untersuchungen anlegen.

- Kreativ Hypothesen bilden. Dabei durchaus alleine denken.

- Geordnet Ergebnisse zusammenfassen.

4.5.2.2 Gruppe mit einer Frage: Wie viele Treppenzahldarstellungen gibt es

Die Gruppe besteht aus 3_11, 3_14 und 3_02, wobei 3_02 interviewt wurde. Die statistischen Daten se-
hen folgendermassen aus:

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg Math- Motiv. Ges. Sort. | Hyp mit
Nr.r KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23| 200 | 7.2 1.8
3 02 3|f P 23 8 9 19 2 3 32 10 1.5
311 3|f S 26 10 10 28 1 2 27 4 3
3 14 3| f G 32 14 12 24 2 3 32 4 3

In den Selbstwirksamkeitserwartungen sind sie leicht unterdurchschnittlich, es ist kein klares Zugpferd
dabei. Die Motivation in Mathematik ist leicht (iberdurchschnittlich.

Interview mit 3_02

Im Interview mit 3_02 wird die Teilbarkeit durch 3 bzw. 5 bei Stufenanzahl 3 bzw. 5 erarbeitet. Die Re-
gelmassigkeit bei Stufenanzahl 4 wird nicht erkannt. Wichtig ist 3_02, was sie zuletzt herausgefunden
hat: Sind die Zahlen in Treppen mit Stufenanzahl 3 aufgeteilt (1+2+3 und 4+5+6 und 7+8+9) so gibt die
Summe jeweils 9 mehr. (Beispielorientierte Hypothese mit Bestatigungsbeispielen).

Eine Begriindung wird aber nicht gesucht. Bei den Summen 10+11+12 und 13+14+15 addiert 3_02 die
drei Zahlen, anstatt die eigene Hypothese zu verwenden und einfach 9 zum letzten Ergebnis zu addieren.

Bearbeitungen

Diese Gruppe ist nicht so erfolgreich wie die vorige Gruppe (Arbeitsteilerinnen). Auch Sie hat mit einer
systematischen Darstellung der ersten Zahlen begonnen, diese farbig gegliedert. (Reihenfolgebeispiel/
Gruppenbildung). Im Abschnitt "Codeh&ufigkeiten und Beispiele™ ist die Bearbeitung von 3_11 aufge-

fihrt. Dann aber wird nur untersucht, wie viele Bearbeitungen es gibt. Das Resultat, formuliert von 3_11:

- Ungerade Zahlen, die nicht durch 3 teilbar sind haben eine L6sung

- Ungerade Zahlen, die durch 3 teilbar sind haben mehrere Lésungen

- 2er Potenzen: keine Lésung

- Gerade Zahlen haben nur eine Mdglichkeit, da diese durch 2 teilbar sind. Zwei aufeinanderfol-
gende Zahlen waren immer ungerade. Ausser 2er Potenzen, ausser 18. (Folgehypothese, Gegen-
beispiele)

- Zahlen durch 6: 1+2+3
3+4+5  5+6+7  7+8+9 (Gruppenbildung)

Die Gruppe héatte wohl noch mehr Zeit bendtigt, um zu erkennen, dass ihre Hypothesen meist nur fir
kleine Zahlen gelten. Da aber die meisten Gruppen mit ihren Bearbeitungen bereits fertig waren, war es
vom Ablauf der Unterrichtsstunde her nicht méglich, die Bearbeitung langer dauern zu lassen.




Interaktionsstudie — Design und Ergebnisse -38 -

Erfolgsstrategie

Auch diese Gruppe geht von einem ausfuhrlichen Reihenfolgebeispiel, bis 22, aus. Dann bleibt sie aber
bei einer Interpretation der Aufgabenstellung hangen: wie viele Treppenzahldarstellungen besitzt jede
Zahl? Dabei bleiben die Schilerinnen eng an den ersten 22 Zahlen, die sie untersuchen, finden kaum ver-
allgemeinerbare Hypothesen.

Haverty et al (2000) zeigt bei seinen Vergleichen erfahrener Problemldser mit "Novizen", dass der Unter-
bruch der Bearbeitung durch Reflexionsphasen wichtig ist. Das bestatigt sich hier. Die Gruppe verliert
aus den Augen, dass sich die Verhaltnisse bei grosseren Zahlen &ndern kénnen, und dass es weitere mog-
liche Untersuchungsfragen gibt. Aus dem Vergleich mit der ersten Gruppe lassen sich aus den Unterlas-
sungen der Gruppe Erfolgsstrategin ableiten:

- Reflexivitat: Wissen, was gerade getan wird, die eigene Strategie hinterfragen und gegebenenfalls
die Untersuchungsrichtung &ndern

- Mehrere Ansétze verfolgen

- Zeitmanagement: nicht zu lange bei einer Fragestellung verweilen.

- Ansatze fur Begriindungen suchen. Hinterfragen, ob die Hypothesen plausibel sind.

4.5.2.3 Erfolgshypothese Teilbarkeitsbedingung

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg Math- Motiv. Ges. Sort. | Hyp mit
Nr. KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23| 200| 7.2 1.8
3_03 3| m G 36 13 13 28 4 3 18 4 5.5
3 04 3| m S 35 14 13 30 4 3 18 4 5.5
3_07 3|f G 33 12 13 29 3 22 4 5.5

Diese Gruppe besteht aus drei Personen mit hoher Selbstwirksamkeitsiiberzeugung, sowohl allgemein als
auch bezogen auf die Mathematik. 3_03 oder 3_04 héatten interviewt werden sollen - waren aber leider am
Tage der Interviews nicht anwesend.

Bearbeitungen

Bei der Beobachtung wahrend der Bearbeitung der Aufgaben ist aufgefallen, dass die beiden Manner,

3 03 und 3_04, intensiv zusammen gearbeitet haben, sich anfanglich nur sporadisch mit 3_07 ausge-
tauscht haben. Als die beiden dann auf ihre "Erfolgshypothese™ gekommen waren, haben sie sie 3_07 er-
klart. 3_07 hat die Aussage dann noch prazisieren kénnen und erschlossen, ob und wie sich fir eine be-
liebige gegebene Zahl eine Treppe bilden l&sst:

3_04 formuliert das folgendermassen (Alle Formulierungen in den Interviews werden leicht geglattet
wiedergegeben, gegebenenfalls auch vom Dialekt ins Hochdeutsche transformiert. Die Kategorien wer-
den in kursiv dazu geschrieben. Sie wurden von den Interviewten natlrlich nicht genannt. ):

Wenn man eine Zahl durch Anzahl Stellen, die man will, rechnet, bekommt man die Mitte der
Treppe. (Ad-hoc-Hypothese)

Will man z.B. ungerade (3) Stellen und erhalt keine natirliche Zahl, so kann man keine Treppe
bilden. Beispiel: 12:3=4=Mitte 3+4+5"(Bestatigungsbeispiel)

()
25:5=5=Mitte 3+4+5+6+7.

Will man gerade Zahl als Anzahl Stellen, Beispiel 4 Stellen x+y+Z+D (Folgehypothese), so gibt
das bei 20

3.5+4.5+5.5+6.5
20/4=5, 5 ist die Mitte der dritten und der zweiten Zahl (Bestatigungsbeispiel)
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3_07 prézisiert den Sachverhalt:

Bei einer ungeraden Anzahl Treppen muss ich eine natirliche Zahl erhalten und bei einer geraden
Anzahl Treppen muss ich eine Dezimalzahl (..,5) erhalten, um eine Treppe zu erhalten.

Die Gruppe kommt zu einer gewissermassen vollstandigen Losung des Problems: sie kdnnen jeder Zahl
ansehen, ob es eine Treppenzahldarstellung mit vorgegebener Stufenanzahl besitzt. Im Abschnitt "Satz
von Sylvester" wird dieser Satz als "Teilbarkeitsbedingung" dargestellt.

3_07 beginnt, wie die beiden vorigen Gruppen mit einer Reihenfolgeuntersuchung bis 16 und folgert,
dass alle ungeraden Zahlen eine Treppenzahldarstellung mit mindestens 2 Stufen haben. Ausserdem:

die geraden Zahlen gehen ausser 2*.

Daran schliesst sie eine Untersuchung der Zahlen 2* bis 2* an, in der sie alle Darstellungen mit zwei
Summanden aufschreibt (Beispiel 22=2+2=1+3)- und es ist keine Treppenzahldarstellung dabei. Sie fo-
kussiert in ihrer Untersuchung also stark auf zwei Summanden, den einfachsten Fall - was ja auch oft zum
Einstieg sinnvoll ist.

Damit kommt sie in der Kategorie Hyp. mit Gew. bereits auf 2.5 Punkte, also fast in die Gruppe der er-
folgreichen Bearbeitungen.

Das Vorgehen von 3_03 unterscheidet sich deutlich von 3_07. Nachdem die Aufgabe mit den ikonischen
Darstellungen abgeschrieben wurde, wird die ikonische Darstellung benutzt, um die Aufgabe zu verste-
hen - und sich auf "Einer-Schritte” zu beschranken:
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3_03 ist die einzige erfolgreiche Person, die ikonische Darstellungen nutzt - das scheint in diesem Zu-
sammenhang also keine verallgemeinerbare Erfolgsstrategie zu sein. Andererseits werden diese Darstel-
lungen beim Verstehen der Aufgabe genutzt, also da, wo oft das Anfertigen einer Skizze gefordert wird.
Insofern verhélt sich 3_03 schulbuchmassig.
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Die Darstellung mit Stufenanzahl 4 von 30=6+7+8+9 Aarc) Mﬂg}?_r Skl
wird in die Stufenanzahl 3 verwandelt, indem die 6 auf 1 tBe T i |

die drei anderen Zahlen verteilt wird: 30=9+10+11 (Be-

statigungsbeispiel) SRS te AR

Daran schliesst sich eine Untersuchung an, dass sich die Potenzen von 2 nicht als Treppenzahlen darstel-
len lassen. Es folgen z Beispiele, deren Einordnung nicht ganz klar ist (Beispiele generieren):
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Daran schliesst sich unvermittelt die Teilbarkeitshypothese an. Am ehesten ist die Entwicklung der Hy-
pothese noch bei 3_04 zu erkennen - oben wurde seine Bearbeitung bereits dargestellt.

Auch bei 3_04 schliesst sich an Verstehen der Aufgabe und der Aussage zu den Zweierpotenzen direkt
die Teilbarkeitshypothese an.

Der Ablauf war wahrscheinlich wie folgt:

Bei einigen (ungeraden) Zahlen wurde beobachtet, dass die Stufenanzahl ein Teiler der Treppenzahl ist.
3_03 und 3_04 haben sich dann mit Teilbarkeitsiiberlegungen beschéftigt (bei 3_04 kommt zwischenzeit-
lich auch das Beispiel 7:3=2.333, also 1.333+2.333+3.333). Daraufhin kommt es, vielleicht im Gespréach
mit 3_07, auch zur Formulierung der Hypothese fir gerade Stufenanzahlen - die dann von 3_07 am Klars-
ten formuliert wird.

Bei der Erarbeitung ihrer Erfolgsstrategie ist ein intensives Wechseln zwischen den 3 Rdumen zu be-
obachten:

Hypothese (Teilbarkeit ungerade Zahlen), Strategie (was passiert, wenn es keine naturliche Zahl gibt),
Beispiele (12:3, 12:4, 7:3 und 25:5), Hypothese flr gerade Zahlen, Bestatigungsbeispiel.

Das entspricht auch den Beobachtungen von Haverty et al (2000), die ein reflektiertes Arbeiten bei er-
folgreichen Problemlésern konstatieren.

Erfolgsstrategie

Diese Gruppe geht anders vor als die ersten beiden. Die Zusammenarbeit etabliert sich erst nach einer
gewissen Zeit. Nur eine Person beschaftigt sich ausfihrlich mit einem Reihenfolgebeispiel, die anderen
verwenden mehr Zeit auf das Verstehen der Aufgabe. Dann wird aber intensiv an einer vielverspre-
chenden Idee gearbeitet. Ausfiihrliche Beschéftigung mit dem Verstehen der Aufgabe.

- Gemeinsame Beschéftigung mit der Idee einer Person
- Verallgemeinerung einer Hypothese, die zunachst nur fir Spezialfélle gilt
- Wechseln zwischen den 3 R&umen, um sich die abschliessende Hypothese zu erarbeiten
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4.5.3 Sortierung nach Stufenanzahl - Zweite Klasse

4.5.3.1 Potenzieller Erfolg

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg | Math- | Motiv. | Ges. Sort. | Hyp mit
Nr.r KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23] 200)| 7.2 1.8
2 06 2| f P 33 12 10 26 4 1 16 20 1
2 07 2| m P 36 15 15 31 2 2 52 34 2

Auch diese Gruppe besteht aus Personen mit hoher Selbstwirksamkeitstiberzeugung. Auffallend ist die
niedrige Motivation in Mathematik - obwohl vor allem 2_07 einen sehr hohen Wert bei M. Aufg. Selbstw.
hat. In der Kategorie Hyp. mit Gew. schneiden die beiden nicht besonders gut ab - genaueres Betrachten
zeigt aber, dass das Potenzial fur eine erfolgreiche Bearbeitung vorhanden ist.

Beide Personen wurden interviewt - es war bei der Auswahl der Personen fir die Interviews nicht klar,
dass beide zusammengearbeitet haben. In den Interviews zeigte sich, dass die Zusammenarbeit nicht sehr
eng war.

Interviews

Zum Thema Zusammenarbeit sagt 2_06 klar nein, wohingegen mit 2_07 das Gespréach folgendermassen
ablauft (vor dem Interview dusserte 2_07, sie hatten zusammen gearbeitet):

Interviewer: Sie haben mit 2_06 (im Interview kam hier naturlich ein Name) zusammengearbeitet, haben
Sie gesagt?

2_07: Ja, wir haben eben zusammen gesessen, haben durch Zufall das gleich herausgefunden.

Die beiden Interviews liefen dann vollkommen verschieden ab. Bei der Untersuchung ist es deshalb sinn-
voll, beide getrennt zu bearbeiten. Es wird mit den schriftlichen Ausarbeitungen begonnen.

Bearbeitung von 2_07
Zunéchst vergleicht 2_07 verschiedene Stufenanzahlen (Reihenfolgebeispiel/ Gruppenbildung):

In der ersten Spalte Stufenanzahl 2 und 3, in der zweiten Spalte 3 und 4 und in der dritten Spalte 4 und 5:

by
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Diese Gegenlberstellung ist zwar eigentlich nicht ergiebig, jedoch wird mit den Pfeilen und den einge-
fligten fett gemalten Zahlen 4 und 5 gezeigt, wie gross die Abstdnde zwischen den Darstellungen sind.
Daraus folgt dann gleich die Hypothese (beispielorientierte Hypothese):

Steigert man 3 Zahlen, so erhoht sich die Summe zu néchsten Stufe um 3. Erhéht man 4 Zahlen,
so erhoht sich die Summe jeweils um 4.

Darauf folgen Bestatigungsbeispiele.
1+2+3 plus 3 gibt 2+3+4
1+2 plus 2 gibt 2+3
1+2+3+4+5+6 plus 6 gibt 2+3+4+5+6+7

Diese Beispiele werden aber nicht in eine allgemeine Hypothese formuliert. Im Interview zeigt sich dann,
dass 2_07 das Thema gut durchdrungen hat.

Interview mit 2_07

Zunéchst geht es um die Motivation und Selbstwirksamkeitsiiberzeugung:
I: Sie haben ausgefullt, dass Sie denken, dass Sie gut in Mathematik sind.
2_07: Wenn ich mir Mihe gebe ist es kein Problem.
I: Aber die Motivation war nicht so gross?

2_07: Es kommt auch darauf an, was fir ein Thema es ist, ich habe Algebra nicht so gerne. Da
muss ich mir Mihe geben und es begreifen. Wenn ich etwas zeichnen muss, Flachenberechnun-
gen und Trigonometrie, dann kann ich es mir vorstellen.

I: Bei der Primarlehrpersonenausbildung werden auch arithmetische Zusammenhénge meist nicht
algebraisch begrundet, sondern mit Zeichnungen. Das kdnnte lhnen sehr entgegenkommen.

2_07: Ich habe es auch gut gefunden, das mit den Flachen aufzuzeichnen bei den binomischen
Formeln. Das macht es viel ubersichtlicher fir mich.

Interessanterweise verwendet 2_07 dann keinerlei ikonische Darstellungen in seiner Bearbeitung. Im In-
terview wird erarbeitet, wie es mit Stufenanzahl 3 funktioniert: Durch 3 teilen, beispielsweise ist 3*9=27,
damit hat 27 die Treppe 8+9+10. Ihm ist klar, dass durch 3 teilbare Zahlen eine Treppenzahldarstellung
mit Stufenanzahl 3 haben. Im Verlauf des Interviews sagt er haufiger "weiss nicht", obwohl das Wissen
vorhanden ist. Es geht mehr um Formulierungen, die er sich nicht zurtraut.

Die Teilbarkeitsbedingung kann er schnell fiir alle Treppenzahldarstellungen verallgemeinern:
I: Konnen Sie die Beobachtung fiir Dreiertreppen verallgemeinern?
2_07: Ich weiss nicht, wie ich das formulieren soll.
I: Die néchste Stufenanzahl wére 4.

2_07: Ich weiss nicht, mit 5 funktioniert es, also: Mit ungeraden Zahlen geht es, mit geraden
nicht. (Folgehypothese)

I: Kénnen Sie das begriinden?
2_07: Bei ungeraden Zahlen gibt es eine Mittelzahl, bei geraden nicht. (Begriindung)
I: Was passiert bei geraden Zahlen, welche Zahlen sind 4er Treppen?

2_07: 6, 10, 14 (Hier passiert etwas Interessantes: 2_07 zahlt die Null mit bei den Mdéglichkeiten,
also 0+1+2+3=6. Das fuhrte im Interview noch zu Verwirrung.)

I: Wie kdnnen Sie das charakterisieren?
2_07: Vierer Reihe +2 (beispielorientierte Hypothese)
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Im weiteren Verlauf des Interviews wird dann der Satz "Teilbarkeitsregel™ ansatzweise herausgearbeitet
und dass sich Zweierpotenzen nicht als Treppenzahlen darstellen lassen.

Bearbeitung von 2_06

Zunachst werden Stufenanzahl 2 und 3 gegeniibergestellt, allerdings in einer anderen Darstellung als bei
2_07 (Reihenfolgebeispiel/Gruppenbildung):

3 Stufen ?thp M
Q+Atld =3 — A+2

d+1 e+ 2 =6 bkcm 3

2+ 344 =9 — 4+

|3+L1ii—5‘—/f:2 bke_mé
U4+S5T2 =45 — J+¥
546 t1 =48 kein 3

| 3
E11+8 =24 —= A0 + A
= 1'81‘5[ =71 &jﬁﬂm Az »
B 93 +d0= 23— A3+ AT

Das fihrt zur Hypothese (beispielorientierte Hypothese):

Summe der 3er-Treppenzahlen ergeben immer eine Zahl aus der Dreierreihe, die Summe der 2er-
Treppenzahlen genauso. (Folgehypothese)

Der zweite Teil der Hypothese ist falsch - oben ist ersichtlich, dass die nicht durch 3 teilbaren Treppen-
zahldarstellungen mit Stufenanzahl 2 vergessen gingen.

Daraufhin werden noch Stufenanzahlen 3 und 4 verglichen (Reihenfolgebeispiel/Gruppenbildung), mit
dem Resultat, dass flr Stufenanzahl 4 gilt:

Jede dritte Zahl hat auch 3er-Treppenzahlen. (beispielorientierte Hypothese)

Die Verallgemeinerung der Abstande auf beliebige Stufenanzahlen ist hier nicht angelegt. Im Interview
zeigt sich dann, dass 2_06 diese aber kannte.

Interview mit 2_06
Zunéachst wurde uber Dreier, Vierer und Sechsertreppen gesprochen. Darin kommt folgende Aussage vor:

2_06: Gerade Zahlen sind nicht in der richtigen Reihe, haben schon den richtigen Abstand, sind
aber nicht in der richtigen Reihe.” (beispielorientierte Hypothese)

Auch 2_06 hatte mehr verstanden als aufgeschrieben.

Im weiteren Interview ging es dann darum, ob 5500 oder 5600 eine Darstellung mit Stufenanzahl 100 ha-
ben. Dies hat 2_06 nicht l16sen kénnen.

Bei der Diskussion Uber Zahlen, die keine Treppenzahldarstellung hatten, werden 14 und 18 probiert,
(Gegenbeispiele) schliesslich werden die Zweierpotenzen erkannt. (Beispielorientierte Hypothese)

Erfolgsstrategie

- Viele Beispiele produzieren und diese genau analysieren.
- Die eigenen Uberlegungen miissen als Hypothesen formuliert werden kénnen.

Die zweite Strategie lasst sich auch als Forderung an den Mathematikunterricht lesen.
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4.5.3.2 Sortierte Beispiele

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg | Math- | Motiv. | Ges. Sort. | Hyp mit
Nr.r KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23| 200 7.2 1.8
2_10 2| f G 27 11 12 26 4 3 34| 16 6
213 2| f G 29 11 14 29 4 3 39| 20 6

Die beiden Schulerinnen liegen bezuglich Selbstwirksamkeitstiberzeugungen im Mittelfeld,
haben eine leicht erhéhte Motivation und beide das mathbu.ch in der Sekundarstufe | intensiv
verwendet.

Interviews liegen zu dieser Gruppe nicht vor.
Bearbeitungen

Die beiden verzichten vollig auf Reihenfolgebeispiele von 1 bis zu einer gewissen Zahl und fokussieren
sofort auf Treppen mit einer gewissen Stufenanzahl (Reihenfolgebeispiel/Gruppenbildung), wobei sie je-
weils mit der 1 beginnen. Hier die Ausarbeitung von 2_10 zur Stufenanzahl 5:
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Das folgende Beispiel zeigt, dass erkannt wurde, dass die Teilbarkeit nicht immer das richtige Kriterium
ist:

So kommen die beiden zu wesentlich mehr Hypothesen als die vorige Gruppe (beispielorientierte Hypo-
thesen). Dies erklart die hohe Wertung bei "Hypothesen mit Gewicht." Eine Verallgemeinerung gelingt
aber nicht. Der einzige Versuch wurde durchgestrichen (Folgehypothese):

A -_':.‘I.._—!-‘ =y N A P ..:-___'.. llF BF, _,-C'r._r!'. B LA

ik
Welche Zahlen keine Treppenzahldarstellungen besitzen, wurde von der Gruppe nicht erkannt.
Erfolgsstrategie

- Beispiele sofort sortiert notieren, um Gemeinsamkeiten entdecken zu kdnnen.

4.5.4 Verschiedene Strategien - Erste Klasse

Aus der dritten Klasse werden drei Gruppen genauer angeschaut: die erste hat ahnlich wie die Gruppen
der zweiten Klasse mit sortierten Beispielen gearbeitet, die zweite hat eine Beziehung zu den binomi-
schen Formeln gefunden und ausserdem wurde eine Person, die keine eigenen Beispiele generiert hat, be-
trachtet
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4.5.4.1 Sortierte Beispiele Il

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg | Math- | Motiv. | Ges. Sort. | Hyp mit
Nr.r KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23] 200]| 7.2 1.8
109 1]f G 27 11 7 19 1 2 20| 20 3
110 1]|f K 26 10 9 28 1 2 20| 20 3

1 09 und 1_10 weisen leicht unterdurchschnittliche Selbstwirksamkeitsuberzeugungen und Motivation in
Mathematik auf. Das mathbu.ch wurde in ihren Klassen nicht eingesetzt. Interviews liegen nicht vor - al-
so wird die Untersuchung hier kurz ausfallen.

Bearbeitungen

Die beiden Gruppenmitglieder beginnen mit verschiedenen Treppen mit Stufenanzahl 3 (Reihenfolgebei-
spiel/Gruppenbildung). Dabei stellt 1_10 diejenigen ab Startzahl 11 bis Startzahl 17 dar:

A 4 ATF + 4R = 5A i 2
AT + A 4+ A= = 49 % i
A4 v A5 + Ab = 45

AD 4+ A4 AT = 42 § =
AZ 14 AR % A4 = 29 23
AA 4+ A2 4+ 432 = 36 3 3
AT+ ARt AD = 54

1_9 beginnt mit Startzahl 32. Dann bringen beide noch 7 bzw. 9 Beispiele mit niedriger Startzahl und
formulieren die Hypothese (beispielorientierte Hypothese):

"Alle Zahlen, die so ausgerechnet werden kénnen, sind in der 3er Reihe.”

Mit weiteren Beispielen formulieren sie die analoge Hypothese fur die Fiinferreihe. Dann beschaftigen sie
sich mit der Viererreihe (Reihenfolgebeispiel/Gruppenbildung):

A 4+ 2R o= o+ 4l lE A0 o Aer

G=, Roine
2 13 B A H B = | A4 ardnanen .,
L A&+ 5 £ = | AB

und folgern (beispielorientierte Hypothese)

Cig Ao=0n dey zonen | die MuWwioidzhest geecien
in AdEss RanE a3 Oie fEs ioae w|r,

was falsch ist.

Erfolgsstrategie

- Strukturierte Beispiele tiefgehend betrachten.
- Nicht unzuléssig verallgemeinern.

4.5.4.2 Verwendung von Algebra

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg | Math- | Motiv. | Ges. Sort. | Hyp mit
Nr.r KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23] 200]| 7.2 1.8
1 04 1]f G 31 14 13 25 1 2 30 16 3
1 05 1]|f P 30 14 16 31 4 4 65 21 2
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Die beiden Schilerinnen fielen bei der Bearbeitung der Lernumgebung zur 1x1-Tafel durch eine enga-
gierte Bearbeitung auf. Sie waren die einzige Gruppe, die dort algebraische Anséatze versucht hat, ande-
rerseits fiel im Unterrichtsgesprach auch der Satz

"Das kann man nicht begriinden, das ist halt Mathematik."
1 05 hat bei Selbstwirksamkeit bezliglich Mathematikaufgaben, mathematischer Motivation und Einsatz
des matbu.ch deutlich héhere Werte.
Auffallend ist zum einen die hohe Beispielanzahl von 1_05 und zum anderen, dass versucht wurde, mit
Formeln zu operieren.
Bearbeitungen
Die erste Seite ihrer zwei Seiten Bearbeitung widmen sich die beiden dem Verstehen der Aufgabe, hier
zwei Resultate von 1_05 (Aufgabe verstehen):
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Das wird genutzt um zu zeigen, dass es bei der 8 nur Treppendarstellungen mit Dezimalbriichen gibt:
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Die Bearbeitungen der beiden unterscheiden sich insofern, als 1_05 mehr Beispiele anfertigt.

Auf der zweiten Seite beschéftigen sich beide mit verschiedenen sortierten Beispielen - und den binomi-
schen Formeln. Zuerst zu den Beispielen:
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Hier unterscheiden sich die beiden, insofern 1_04 die Ergebnisse formuliert (und deshalb auch bei Hyp.
mit Gew. besser abschneidet (beispielorientierte Hypothese):
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Ausserdem versuchen die beiden, das Thema mit der letzten Lernumgebung, 1x1-Tafel und dritte binomi-
sche Formel, in Verbindung zu bringen. Das ist normalerweise eine vielversprechende Strategie flir Schi-
lerinnen und Schiler. Haverty et al (2000) sehen das eher als Nachteil, da nicht direkt am Thema ge-
arbeitet wird, einfach "irgendetwas" geforscht wird. Interessanterweise kommt es dann doch zu einem
Resultat (beispielorientierte Hypothese):
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Treppenzahlen mit Stufenanzahl 2 ergeben die Differenz der Quadrate der beiden Summanden.

Also x+y=x*y?, wenn die Differenz 1 betragt. (Ein Beispiel vom Autor: 16+17=33 und
17%-16%=289-256=33) Die beiden sind dann allerdings nicht in der Lage, dies zu begriinden (y=x-1, also

X2-y?= x%-(X-1)= X°-x2+2x-1=2x-1=x+Y)

1_05 versucht dann, eine ahnliche Beziehung fir Differenz 2 zu finden (Beispiele generieren), statt Hy-
pothesen zu notieren.

Interview

Mit 1_05 wurde ein Interview gefihrt.

Zunachst merkt 1_05 an, dass ihre Entscheidung, bei der 8 anhand des Durchprobierens aller Moglich-
keiten zu zeigen, dass keine Treppenzahldarstellung existiert, nicht gut war: das lasst sich nicht bei gros-
seren Zahlen anwenden (Struktursuche). Hier zeigt sie Uberblick.

Dann wird Uber ihre Eingrenzung der Aufgabe, keine Dezimalzahlen, diskutiert und schliesslich ausfihr-
lich tiber die Behandlung der binomischen Formel. Diese dann anzuwenden und (x-1)? auszumultiplizie-
ren fallt ihr schwer.
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Schliesslich wurde noch tber Teilbarkeitsbedingungen gearbeitet. 1_05 konnte bis zur Stufenanzahl 8 sa-
gen, wie die Bildungsgesetze sind (Achterreihe plus 4, beispielorientierte Hypothese). Eine Verallgemei-
nerung fir gerade und ungerade Zahlen wurde nicht explizit versucht, wurde aber auch nicht angeregt.
(Es war das erste Interview, es gab noch keine Vergleichsmdglichkeiten mit anderen Interviews.)

Insgesamt hat 1_05 gezeigt, dass sie das Thema durchdrungen hat, der Wechsel auf eine Argumentati-
onslinie, die bei ihrer Bearbeitung (siehe die Viererketten) zwar nahe lag, die sie aber noch nicht ange-
dacht hatte, fiel ihr leicht.

Erfolgsstrategie

- Aufgabe verstehen

- Verschiedene Ansétze verfolgen (Dezimalzahlen, binomische Formeln, sortierte Beispiele mit
fester Stufenanzahl)

- Hypothesen formulieren, nicht nur andenken

- Bei algebraischen Ansatzen Formeln manipulieren

4.5.4.3 Keine Beispiele

Pro- | Allg Schul. Math. M. Aufg | Math- | Motiv. | Ges. Sort. | Hyp mit
Nr.r KI. | Ges. | fil Selbstw. | Selbstw. | Selbstw. Selbstw. | bu.ch Math. Bsp. Bsp. | gewicht
Mittel.
alle 29.3 11.2 10.1 25.2 2.7 23] 200)| 7.2 1.8
123 [1 |[f P |35 11 12 25 4 3 o] o 0

1_23 hat mit einer Partnerin die Bearbeitung begonnen, die dann aber vollig das Interesse verloren hat.
1 23 hat daraufhin alleine weiter gearbeitet, anscheinend engagiert.

Bearbeitung

Die Bearbeitung von 1_23 wird hier vollstandig aufgefuhrt:
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Auffallig ist, dass 1_23 kein eigenes Beispiel versucht: Die 12 war auf dem Aufgabenblatt vorgegeben,
bei der 8 war vorgeschlagen, etwas zu probieren. 1_23 war die einzige Person, die sich intensiv mit der
Aufgabe auseinander gesetzt hat, ohne Beispiele zu produzieren.

Interview
Im Interview kam der Kernsatz
1 23: Die meisten Lehrer sagen, ihr Uberlegt zu viel.

Das kann erkldren, warum 1_23 davor zuriick schreckte, in die Tiefe zu gehen. Im Interview ging es dann
darum, mit Beispielen zu arbeiten:

1 23: meine Kollegin sagte mir zu Anfang, dass nur die ungeraden Zahlen funktionieren, dann
habe ich aber gemerkt...

I: Machen Sie Beispiele, darauf haben Sie in Ihrer Ausarbeitung verzichtet.
1_23: Zum Beispiel 6 (Gegenbeispiel, kleinstes Beispiel).

1 23ist also durchaus in der Lage, sinnvoll Beispiele zu produzieren: 6 ist das kleinste Gegenbeispiel zur
Hypothese ihrer Kollegin. Beim Ausrechnen von 6=1+2+3 stockt sie dann kurz - durch das Interview
hindurch ziehen sich Schwierigkeiten bei konkreten Rechnungen. Spéter sucht sie beispielsweise zwei
Zahlen, die zusammen 23 ergeben und notiert 15+16 und danach 16+17. Das zweite Ergebnis ist besser,
zumindest die Einerstelle stimmt. Auf den Hinweis des Interviewers, dass es 10 zu viel sind, findet sie
dann 11+12.

Im Interview ist 1 23, trotz ihrer Schwierigkeiten beim Rechnen, dann in der Lage, Hypothesen zu bilden
(Hypothese formulieren) und diese mit Beispielen zu hinterlegen (Bestatigungsbeispiel). Zum Beispiel:

1:23: Die Sechserreihe geht.
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Schon ist dann:

1 23: Je hoher die Zahl ist, desto mehr Maoglichkeiten gibt es. Ist ja logisch, bei einer kleinen
Zahl kann man nicht so viele Zahlen brauchen. (Folgehypothese, Begriindung)

Die Aussage ist wahr: Grossere Zahlen haben mehr Teiler als kleinere, mithin auch mehr ungerade Teiler.
Die Dichte der Primzahlen nimmt ab.

Zur Begrundung dieser Hypothese kommt dann

1_23: Wenn es eine hohere Zahl ist, kann man immer runter gehen (wohl mit der Stufenanzahl?),
wenn es eine kleinere Zahl ist, kann man nicht rauf gehen. (Begriindung)

I: Welche wirde sich anbieten, das zu tberpriifen?
1 23: Zum Beispiel 3, da gibt es nur eine Treppe 1+2, mehr geht nicht. (Bestatigungsbeispiel)

Hier ist 1_23 in der Lage, mit dem kleinsten Beispiel zu argumentieren. Auf die Frage, welches grossere
Beispiel sie anschauen wirde, wéhlt sie 21 (grosses Beispiel) - hat dann aber Schwierigkeiten, die Summe
zu bilden. Das Beispiel ist gut, es gibt sowohl eine Treppe mit Stufenanzahl 6 als auch eine mit Stufenan-
zahl 3.

Eine weitere interessante Beobachtung:
I: Sie haben jetzt herausgefunden, dass 23=11+12. Sehen Sie ein Prinzip?
1 23: Die zweite Zahl ist aufgeteilt, durch 2.

Hier sieht sie den Mittelwert in der Treppenzahldarstellung.

Mit viel Mihe wird dann erarbeitet, dass die Zweierpotenzen keine Treppenzahldarstellung besitzen. Ihr
abschliessendes Statement ist:

1 23: Ungerade Zahlen gehen. Bei den anderen muss man sich Mihe geben.
Erfolgsstrategie

Auffallend ist, dass 1_23 mit kleinen Anregungen in der Lage war, gute Hypothesen zu produzieren, die
zwar oft qualitativer Natur waren, aber wichtige Richtungen aufzeigten. Dazu brauchte es aber kleine In-
terventionen des Interviewers.

- Gute Lernwegbegleitung

Das Aussteigen der zweiten Person aus der Gruppe lasst auf das Fehlen folgender Erfolgsbedingungen
schliessen.

- Intensive Auseinandersetzung mit der Aufgabe
- Interesse an Aufgabe, Motivation.

4.5.5 Zusammenfassung der Erfolgsstrategien

Es werden zunéchst alle Erfolgsstrategien, die notiert wurden, zusammengefasst. Das 3-Raume-Modell
hilft dabei bei der Strukturierung - und erweist wieder seine Nitzlichkeit. Erweitert wird es um die Kate-
gorie "Aufgabe verstehen".

Die meisten Eintrage sind im Strategieraum zu erwarten - es geht ja um Erfolgsstrategien.
Aufgabe verstehen

- Aufgabe verstehen
- Intensive Auseinandersetzung mit der Aufgabe
- Interesse an Aufgabe, Motivation
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Arbeit im Beispielraum

Arbeitsteilung, eine Gruppenleitung kann helfen, die Arbeit zu strukturieren
Effektiv Datenbasis fur spatere Untersuchungen anlegen
Viele Beispiele produzieren und diese genau analysieren

Arbeit im Strategieraum

Beispiele sofort sortiert notieren, um Gemeinsamkeiten entdecken zu kdnnen

Strukturierte Beispiele tiefgehend betrachten

Reflexivitat: Wissen, was gerade getan wird, die eigene Strategie hinterfragen und gegebenenfalls
die Untersuchungsrichtung andern.

Mehrere Ansétze verfolgen

Ansdtze fur Begriindungen suchen

Hinterfragen, ob die Hypothesen plausibel sind

Gemeinsame Beschéftigung mit der Idee einer Person

Verschiedene Ansétze verfolgen (Dezimalzahlen, binomische Formeln, sortierte Beispiele mit
fester Stufenanzahl)

Bei algebraischen Ansédtzen Formeln manipulieren

Zeitmanagement: Nicht zu lange bei einer Fragestellung verweilen

Arbeit im Hypothesenraum

Kreativ Hypothesen bilden; dabei durchaus alleine denken

Verallgemeinerung einer Hypothese, die zunéchst nur fiir Spezialfalle gilt

Nicht unzul&ssig verallgemeinern

Wechseln zwischen den 3 Raumen, um sich die abschliessende Hypothese zu erarbeiten
Die eigenen Uberlegungen miissen als Hypothesen formuliert werden kénnen
Hypothesen formulieren, nicht nur andenken

Geordnet Ergebnisse zusammen fassen

Diese Liste enthadlt Ansatze fir weitere Verbesserungen der Lernumgebungen, aber auch fur eine Didak-
tik des Experimentierens:

Eine Lernwegbegleitung ist sinnvoll. Die Lehrperson muss vorgangig tber ein Repertoire von
verschiedenen mdglichen Lernwegen verfiigen und wissen, wie mit kleinen Tipps diese Wege zu
tieferen Bearbeitungen flihren

Fachsprache: Einige Gruppen scheiterten an der Formulierung der Hypothesen. Die mathemati-
sche Sprachproduktion der Schiilerinnen und Schiiler muss angeregt werden. Dabei geht es weni-
ger um das Vokabular als tberhaupt um die Art, wie in der Mathematik formuliert wird (Syntax
und Semantik).

Engagement: Von vielen Schilerinnen und Schilern kamen nur sehr kurze Ausarbeitungen zu-
rick. Da beispielsweise von den Schweizer Bildungsstandards die Kompetenz Forschen und Ex-
plorieren gefordert ist, muss die Motivation so zu arbeiten angeregt werden. Die offene Arbeits-
form in Lernumgebungen hat nicht unbedingt mehr Engagement zu Folge
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5 Diskussion und Ausblick

5.1 Diskussion
In dieser Diplomarbeit wurden drei Untersuchungen angestellt.
Ubertragung des Kategoriensystems von Leuders, Naccarella, Philipp (2011)

Mit der Ergdnzung Aufgabe verstehen I&sst sich das Kategoriensystem von Leuders et al (2011) fur
schriftliche Bearbeitungen Ubernehmen und erfasst Strategien bei den Schulerinnen und Schilern der
Fachmittelschule vollstdndig. Zu bercksichtigen ist, dass sich bei schriftlichen Bearbeitungen der zeitli-
che Ablauf der Entstehung nicht nachvollziehen lasst. Der Wechsel zwischen den 3 Rdumen l&sst sich gut
dokumentieren, der typische Ablauf ist: Beispiele generieren, oft als Reihenfolgebeispiel (Beispielraum) -
> Gruppenbildung (Strategieraum)-> beispielorientierte Hypothese (Hypothesenraum) -> Bestatigungs-
beispiel (Strategieraum)

Quantitative Untersuchung zu Personlichkeitsmerkmalen und dem Vorgehen beim
innermathematischen Experimentieren

Es gibt Klassen, in denen mittlere bis hohe Korrelationen zwischen Selbstwirksamkeitsiiberzeugungen
und Aspekten des experimentellen Verhaltens feststellbar sind. Diese Korrelationen sind allerdings nicht
stabil und kénnen leicht von verschiedenen Einflussfaktoren tberlagert werden.

Qualitative Analyse: Bedingungen fur erfolgreiches Experimentieren

Leuders et al (2011) und Haverty et al (2000) beschreiben den haufigen Wechsel zwischen drei Tatigkei-
ten als zentral fur erfolgreiches Experimentieren. Dies konnte in dieser Arbeit bestatigt werden. Darlber
hinaus konnten Hinweise flir geeignete Lernwegbegleitungen gewonnen werden und so Anknipfungs-
punkte fur die weitere Arbeit geschaffen werden.

5.2 Ausblick

Lernumgebungen haben sich als geeignete Unterrichtsform fir die Fachmittelschule erwiesen - und als
ergiebiges Untersuchungsobjekt. Auf diesem Gebiet méchte ich weiter Forschung und Entwicklung be-
treiben.

Mehr ins Zentrum riicken méchte ich hierfur die Idee von langfristigem Kompetenzerwerb entlang der
Bildungsstandards von KMK (2004) und EDK (2011). Um dabei Kompetenzen breiter einzubinden, wer-
den Ubungsmaterialien nach dem Prinzip des produktiven Ubens (fiir eine Definition siehe Krauthausen
et al 2007) entwickelt.

Beim Entwickeln der Materialien werde ich die Zusammenarbeit mit Kolleginnen und Kollegen an ver-
schiedenen Schulen suchen. Resultat soll eine Materialsammlung fir die Fachmittelschule sein, die aktu-
ellen fachdidaktischen Standards genigt - und ausserdem gut ins Currickulum eingebunden ist. Die Form
der Materialsammlung ist offen, h&ngt von allfalligen Geldgebern ab.

In der vorliegenden Diplomarbeit wurden hauptsachlich die schriftlichen Ausarbeitungen untersucht - wie
die Prozesse genau zeitlich aufeinander folgten, konnte so nicht untersucht werden. Die Ergebnisse insbe-
sondere des Abschnitts "Bedingungen flir erfolgreiches Experimentieren” zeigen, dass es wichtig ist, den
Einsatz der Lernumgebungen zu begleiten: welche Prozesse ablaufen hiangt wesentlich von Engagement
und Lernbegleitung ab. Das soll bei weiteren Lernumgebungen verstarkt berticksichtigt werden. Zu jeder
Lernumgebung gehdren also Empfehlungen fur Lernwegbegleitungen. Ankntpfen lasst sich dabei an die-
se Diplomarbeit, aber auch an Philipp und Leuders (2010), die ihr Kategoriensystem fiir ein Trainings-
programm zum innermathematischen Experimentieren nutzen.
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Parallel werde ich Untersuchungen anstellen tber die Art des Mathematikunterrichts an Fachmittelschu-
len und auch Befragungen dartiber durchfiihren, was von abnehmenden Institutionen gewtnscht wird:
Krankenh&user und Pddagogische Hochschulen sind dabei die ersten Ansprechpartner. Die Ergebnisse
kénnen in den Entwurf der Materialien direkt einfliessen, knnen Anregungen zu weiteren Materialien
bieten.

Anschliessen daran soll sich eine gréssere Interventionsstudie, zu der die vorliegende Diplomarbeit dann
eine Pilotstudie ware.

In verschiedenen Klassen der Fachmittelschule sollten wéhrend eines Semesters mehrere Lernumgebun-
gen eingesetzt werden, komplett mit Lernwegbegleitung. Analysiert wird der Prozess im Hinblick auf die
Entwicklung der mathematischen Kompetenzen und die Motivation der Schilerinnen und Schiler. Ab-
schliessend wird in diesen Klassen und in einer Kontrollgruppe eine zu bewertende Lernumgebung einge-
setzt. Es wird untersucht, ob der vorgéngige Einsatz der Lernumgebungen messbare Einfliisse auf die
Leistung hat.
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7 Anhange

7.1 Lernumgebung 1: Binomische Formeln

Eingeflgt ist die mit dem Satzprogramm Latex layoutete Lernumgebung zu den binomischen Formeln.
Sie umfasst zwei Arbeitsblatter fur Schilerinnen und Schiiler zu den binomischen Formeln. Die erste
heisst "Malkreuze und Flachen, die zweite heisst "Muster an der 1x1 Tafel". Ausserdem enthélt der Text
Informationen fir Lehrpersonen. Die darin enthaltene Lernumgebung "Muster an der 1x1-Tafel" ist eine
Variation einer Idee von Tschopp und Hengartner in Hirt, WAélti (2008).

Lernumgebungen zu den binomischen
Formeln

Die Fachmittelschule des Kantons Basel-Land ist ein dreijdhriger Bildungsgang der zum
Fachmittelschulzeugnis fiihrt. Dabei entspricht die 1.FMS dem 10. Schuljahr.

Zu Beginn der Mathematikausbildung werden typischerweise Themen aus der Sekun-
darstufe 1 wiederholt, darunter auch die binomischen Formeln. Im 11. Schuljahr (2.
FMS) stehen u.a. quadratische Gleichungen auf dem Lehrplan. In der 3. FMS werden
u.a. Wachstumsvorgéinge und zum Teil Folgen behandelt.

Die folgenden Lernumgebungen kdnnen deshalb in allen drei Jahren curricular sinnvoll
eingesetzt werden (siehe den Abschnitt Weiterfiihrende Aktivitiiten).

Zentral ist das Zusammenspiel von arithmetischen, algebraischen und geometrischen
Aspekten der binomischen Formeln, oder allgemeiner: des Distributivgesetzes. Die Dar-
stellung von Klammerausdriicken durch Rechtecksflichen hat eine lange Tradition (siche
den Abschnitt Weiterfiihrende Aktivitéiiten) und wird auch im Zahlenbuch und mathbu.ch,
den im Kanton obligatorischen Lehrmitteln, zentral verwendet: zum Beispiel mit math-
bu.ch 8, Lernumgebung 21 und 22 zu negativen Zahlen und Binomen.

Die hier vorgeschlagenen Lernumgebungen sind direkt anschlusstihig an die Behandlung
im mathbu.ch — kénnen aber auch sehr gut von Schiilerinnen und Schiilern verstanden
werden, die die Themen auf andere Art behandelt haben.

Im Fokus der 1. Lernumgebung steht das Begreifen mathematischer Darstellungen und
das Argumentieren.

Bei der zweiten Lernumgebung steht das Erforschen und Explorieren und das Modellbil-
den im Vordergrund.
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Lernumgebung Malkreuze und Flachen

Eine typische Rechnung in der Algebra ist
(a+b)-(c+d)=ac+ad+bc+bd (0.1)

In diesem Abschnitt geht es um eine geometrische Interpretation der Formel (0.1). Da-
bei wird klar, wie sich obige Formel begriinden lisst. Schones Nebenprodukt sind die
Rechenregeln fiir Multiplikationen mit negativen Zahlen und die binomischen Formeln.

Malkreuzrechnungen b
a

Auftrag: Binome multiplizieren Im Rechteck links ist

a=6,b=2,c=5und d =4.

Die vier Teilflichen und die Gesamtfliche lassen sich durch die

folgenden vier Multiplikationen am Malkreuz veranschaulichen.

6|2

72

Fiillen Sie zunichst die Felder im Malkreuz aus — und markieren Sie (farblich gleich) im
Rechteck und im Malkreuz, welche Ergebnisse zu welchen Flichen passen.

Uberlegen Sie sich mit Hilfe der Beziehung von Rechteckfliche und Malkreuz, dass die
Formel (0.1) gilt — und wie Sie das einem Achtkldssler erkldren konnten.

Weitere konkrete Zahlenbeispiele konnen helfen.

Formulieren Sie dann die Begriindung fiir den Achtklissler. Gegebenenfalls auch mit Hil-
fe von Skizzen.

Auftrag Erste binomische Formel Ein Spezialfall des letzten Auf- a b

trags. Hier ista = ¢ = 5und b = d = 3. Erkldren Sie damit die
erste binomische Formel:

(a+b)? =a*>+2ab+b*

Wieder miissen Sie sich die Beziehung der Flichen der Teilrecht- b4
ecke und der Multiplikation der Variablen klar machen.

-57-
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Die beiden folgenden Auftriige fordern und fordern ein wesentlich tieferes Verstindnis

- es braucht einen Umgang mit negativen Zahlen. Im mathbu.ch wird auf diese Art eine
Erkldrung der Multiplikation negativer Zahlen vorgeschlagen. Es ist insofern reizvoll, die
fiir die meisten Schiilerinnen und Schiiler notwendige Wiederholung der Rechnungen mit
negativen Zahlen mit dieser Lernumgebung anzusetzen. Der Zeit- und Erkldrungsbedarf
sollte aber nicht unterschiitzt werden.

Auftrag: Zweite binomische Formel Hier sind die Bezeichnungen (a—b) b

anders: a ist jetzt die Kante des grossen Quadrats, das linke obere
Quadrat (gefirbt) hat also die Fliche (a —b). (atb)
Erkldren Sie damit die zweite binomische Formel: a

(a—b)? = a* —2ab+ b* b

Auftrag: Multiplikation negativer Zahlen a

Gefiirbt ist die Multiplikation (a — b) - (¢ — d). (In diesem Bild ist (a—b) b
a=8,¢c=9)
Das zugehorige Malkreuz ist also (d—ld
8| -2

9
—4 d

30

Damit lésst sich einem Achtklassler begriinden, warum die Multiplikation einer negativen
mit einer positiven Zahl ein negatives Resultat hat. Und warum das Ergebnis der Multi-
plikation zweier negativer Zahlen positiv ist.

Lassen Sie sich Zeit mit den Uberlegungen. Finden Sie weitere Beispiele und verstehen
Sie die Zusammenhiinge griindlich.

Formulieren Sie dann die Begriindung fiir den Achtklissler. Gegebenenfalls auch mit Hil-
fe von Skizzen.
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Lernumgebung Muster an der 1x1 Tafel

Auftrag: 1x1 Tafel In der Graphik sind alle Aufgaben des Einmaleins dargestellt. Es
sollen einige Muster, die auftreten, ndher betrachtet werden. Fiir eine Begriindung kén-
nen die Rechtecke, die in den ersten Auftrigen bearbeitet wurden, helfen.

._//: h .
\ 5
§ 2=l
,dwz/\n\
97/\ 51> 63"7'\/*.
g {tuy A5
ZZ; q3\< U‘/x/és x/?é)
’3><L/L/ g5/66>\?;7g
gw‘L,u;\ 561\677
/é?

a) Auf der mittleren horizontalen Linie stehen die Quadratzahlen (rot). Vergleichen
Sie die Ergebnisse mit den genau dariiber/darunter befindlichen Aufgaben (zum
Beispiel 6-6 und 7-5, blau). Was fillt auf? Kénnen Sie das begriinden?

b) Im ersten Auftrag haben Sie sich von den Quadraten um eine Raute nach oben/unten
bewegt.

Was ergibt sich, wenn Sie um zwei Rauten nach oben/unten gehen? Oder um 3,
oder um noch mehr? Probieren Sie einige Rechnungen durch. Versuchen Sie, Re-
gelmissigkeiten zu erkennen. Formulieren Sie Thre Feststellungen.

¢) Versuchen Sie Griinde fiir die Regelmiissigkeiten zu finden.
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Weiterfuhrende Aktivitaten

1.FMS

Hier kann es um die Algebraisierung der Situation gehen. Geeignete weiterfithrende Auf-
gaben sind:

Betrachtet werden Rauten mit vier Zahlen, wie ne- / ><
? " benstehend 36 A
enstehend. &

Vergleichen Sie jeweils die Summe aus der oberen und unteren Aufgabe (7- 6 und
6-7) mit der Summe der nebeneinanderliegenden Zahlen (6 -6 und 7-7). Was stel-
len Sie fest, wenn sie verschiedene Beispiele berechnen? Konnen Sie das begriin-
den?

b) Betrachten Sie waagerechte Reihen von Aufgaben. Zum Beispiel 3-1; 4-2; 5 3;
.. Finden Sie eine Regelmissigkeit? Konnen Sie eine Formel finden?

c) Gehen Sie analog mit senkrechten Reihen, den Spalten, vor.

d) Wihlen Sie ein beliebiges Feld. Betrachten Sie die vier Felder, die jeweils eine
Kante gemeinsam haben mit dieem Feld:
Zu3-7sind3-6,3-8,2-7und 4-8 benachbart. Die Summe der 4 Nachbarfelder
ist das Vierfache des Feldes: 3-6+3-8+2-7+4-8 =84 =4-(3-7). Ist das immer
so, warum?

Die erste Aufgabe fiihrt auf den Vergleich von x> + (x + 1)?mit 2x(x + 1), die zweite auf
a(b+n), also jeweils auf eine Zunahme von a - n.

Auch bei den anderen Aufgaben lassen sich dhnliche Algebraisierungen finden.

2. FMS

Die Aufgabenserie ist tauglich als Einstieg in die quadratischen Gleichungen: Wiederho-

lung der binomischen Formeln aus der Sekundarstufe 1 in einem etwas anderen Kontext
als iiblich.

X

S]]

Wertvoll ist hier die Betonung der Begriindungen mit Rechtecken:
Zentral ist die quadratische Erginzung und diese ldsst sich gut dar-
stellen: Man sieht, dass rechts oben ein Quadrat der Grisse (3)2

2
stehen sollte, es steht aber nur die Fliche g zur Verfiigung.
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Interessanterweise wurden im antiken Griechenland quadratische Gleichungen auf die-

se Art betrachtet. Al-Hwarizmi hat dies in seinem Buch «al-kitab al-muhtasar fi hisab
al-gabr wa-l-muaqgbala» (iibrigens die Herkunft des Wortes Algebra) um 800 n. Chr. zu-
sammengefasst: Als Beweise wurden bis zur Jahrtausendwende nur geometrische Uberle-
gungen akzeptiert. Erst in der weiterschreitenden arabischen Mathematik haben sich die
Wissenschaftler davon gelost: Der Ansatz mit den Rechteckflichen gibt also ein schones
Beispiel genetischer Mathematik und auch die Gelegenheit, Geschichte der Mathematik
in den Unterricht einzubauen. Als Quelle bietet sich das folgende Buch an:

Wussing, H. (2008): 6000 Jahre Mathematik. Heidelberg. Springer

Schliesslich ist es moglich, die Ergebnisse graphisch darzustellen und so einen Einstieg
in quadratische Funktionen zu finden.

3. FMS

Ein mogliches Thema sind hier die Folgen: Diagonal ergeben sich arithmetische Folgen,
waagrecht arithmetische Folgen 2. Ordnung und vertikal auch. Hier kann schon das Auf-
stellen von expliziten und rekursiven Formeln geiibt werden. Unter diesem Fokus sind
dhnliche Aufgaben wie bei der 1. FMS moglich.

Ein weiteres Thema in der 3. FMS sind Wachstumsvorginge. Die 1x1-Tafel liefert Bei-
spiele fiir lineares und, insbesondere auf den Vertikalen, nicht ganz einfache Beispiele fiir
quadratisches Wachstum.

Test

Werden die Aufgaben zur ersten und zweiten binomischen Formel im Unterricht bear-
beitet, so ldsst sich die Lernumgebung auch als Test einsetzen: den Schiilerinnen und
Schiilern muss viel Zeit gegeben werden.

Geniigende Noten lassen sich erzielen, wenn Vermutungen (auch umgangssprachlich)
aufgestellt werden und mit Beipielen belegt werden.

Algebraisierungen und geometrische Begriindungen werden eher selten angestellt wer-
den. Auch wird nicht unbedingt erkannt, dass es sich um die dritte binomische Formel
handelt. Solche Erkenntnisse kdnnen zu guten bis sehr guten Noten fiithren.
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7.2 Lernumgebung 2: Treppenzahlen
Die Mit Latex erstellte Lernumgebung zu den Treppenzahlen.

Lernumgebungen zu Treppenzahlen

Die Fachmittelschule des Kantons Basel-Land ist ein dreijihriger Bildungsgang der zum
Fachmittelschulzeugnis fiihrt. Dabei entspricht die 1.FMS dem 10. Schuljahr.

Zu Beginn der Mathematikausbildung werden typischerweise Themen aus der Sekundar-
stufe 1 wiederholt Hier kommen auch Termbildungen aus arithmetischen Zusammenhin-
gen sinnvollerweise vor. In der 3. FMS werden teilweise Folgen behandelt.

Die folgenden Lernumgebungen kdnnen deshalb in diesen beiden Jahren curricular sinn-
voll eingesetzt werden (siehe den Abschnitt Weiterfiihrende Aktivitiiten). Die Lernaufgabe
kann aber im Sinne einer Forderung von allgemeinen mathematischen Kompetenzen auch
allein stehen.

Zentral ist das Zusammenspiel von ikonischen, arithmetischen und algebraischen Darstel-
lungen — wobei die arithmetischen iiberwiegen werden. Das Explorieren und Erforschen
steht im Mittelpunkt der Lernumgebung. Wichtig sind aber auch das Argumentieren und
die Verwendung mathematischer Darstellungen. Die Aufgabe zeichnet sich durch eine
sehr tiefe Einstiegshiirde aus — es braucht ausser Grundrechenfertigkeiten keinerlei Vor-
aussetzungen. So kann jeder Zusammenhénge herausfinden. Die Lernumgebung ist somit
prinzipiell von der Primarschule bis ins Studium einsetzbar. Mogliche Zusammenhiinge:

e Die Bearbeitung beginnt bei einer Liste der ersten Treppenzahlen, gegebenenfalls
mit allen Méglichkeiten eine konkret gegebene Zahl darzustellen.

e Welche Zahlen sich als Summe von 2, 3, 4 oder 5 Zahlen darstellen lisst, stellt
dann eine nichste Erkenntnis dar — anschlussfihig ist dort die explizite und re-
kursive Beschreibung von Folgen. Eine Verallgemeinerung auf die Summe von »
Zahlen ist nicht zu erwarten. Begriindungen sind in diesem Problemkontext gut
moglich

e Potenzen von 2 lassen sich nicht als Treppenzahlen darstellen. Die Beobachtung ist
elementar, ein Beweis mit elementaren Mitteln moglich, aber jenseits der Erwartun-
gen auch an sehr gute Schiilerinnen und Schiiler.

o Schliesslich bleibt der Satz von Sylvester: die Zahl der Treppendarstellungen ent-
spricht der Zahl der ungeraden Teiler Minus 1. Die Zahl der Teiler der Zahl zu un-
tersuchen ist nicht naheliegend, sich auf die ungeraden Teiler zu beschrinken schon
gar nicht: kaum eine Schiilerin oder Schiiler wird sich in diese Richtung bewegen.
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Lernumgebung: Treppenzahlen

Manche Zahlen lassen sich als Summe von aufeinan-
der folgenden Zahlen schreiben. Beispiele:

L
9=2+3+4 Treppe mit drei Stufen N Tal
9=4+5 Treppe mit zwei Stufen D@
8:=1

Was kdnnen Sie alles Uiber Treppenzahlen herausfinden?
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Weiterfliihrende Aktivitaten

Es folgen einige Impulse, wie die Aufgabe weiter ausgebaut werden kann. Sie sind be-
wusst nicht in die Aufgabe eingebaut worden, um dem Experimentieren breiten Raum

zu geben. Mit diesen Impulsen geht es mehr um die Kompetenzen Modellieren und Ar-
gumentieren und Begriinden. Sinnvoll bei der Lernumgebung selber ist es jedoch, dass
die Schiilerinnen und Schiiler versuchen, sich Forschungsfragen zu stellen. Da dies als
schwierig einzustufen ist, kann eine Lehrperson Schiilerinnen und Schiilern, die sich in
Richtung einer der unten stehenden Aufgaben bewegen, die Aufgabe als Forschungsfrage
geben.

e Stellen Sie moglichst alle Zahlen von 1 bis 30 als Treppenzahlen dar.

e Welche Zahlen lassen sich nicht so schreiben? Formulieren Sie eine Vermutung,
welche Zahlen auch iiber 30 sich nicht als Summe aufeinanderfolgender Zahlen
darstellen lassen. (Ein Beweis ist nicht gefragt)

e Bei welchen Zahlen bis 30 gibt es mehrere Moglichkeiten? Finden Sie méoglichst
alle Moglichkeiten. (Hier hilft es, Ihre Beispiele systematisch zu notieren.)

e Lisst es sich einer Zahl (auch iiber 30) ansehen, ob sie sich als Summe von 2 Zah-
len darstellen ldasst? Welche Zahlen lassen sich als Summe von drei Zahlen dar-
stellen? Welche als Summe von vier Zahlen? Und fiinf Zahlen? Notieren Sie lhre
Uberlegungen.

e Beschreiben Sie ein moglichst systematisches Vorgehen: wie lisst es sich einer
Zahl ansehen, ob sie sich als Summe von n Zahlen schreiben ldsst? (Notieren Sie
Thre Beobachtungen — jeder Ansatz ist hilfreich.

e Lisst sich einer Zahl ansehen, wie viele «Treppenzahldarstellungen» sie besitzt?
(Tipp: Teiler der Zahl anschauen.)

1.FMS

Im weiteren Unterrichtsverlauf konnen Algebraisierungen angestrebt werden. Die erste
Zahl ist x, die nidchste x + 1 und so weiter. Im Sinne einer Wiederholung des Sekun-
darschulstoffes kann dann die Summe der ersten n Zahlen berechnet werden — und dies
kann verallgemeinert werden zu beliebigen Summen aufeinanderfolgender Zahlen.

3. FMS

Der Impuls, ob sich eine beliebige Zahl als Summe von n aufeinanderfolgenen Zahlen
darstellen lésst (das kann mit n-Treppenzahl bezeichnet werden) fiihrt auf eine niedrig-
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ste Zahl, und jeweils a; + n ldsst sich wieder als n-Treppenzahl darstellen. So wird eine
rekursive Darstellung erreicht. Fiir die Frage, ob eine beliebige gegebene Zahl eine n-
Treppenzahl ist, braucht es dann eine explizite Beschreibung — ein moglicher Einstieg in
das Thema Folgen.

Test

Werden in einer Klasse hdufiger Lernumgebungen gestellt, so lédsst sich dies auch fiir
Tests verwenden. Da das Formulieren eigener Forschungsfragen erfahrungsgemiss schwie-
rig ist, konnen die Impulse aus dem Abschnitt «weiterfiihrenden Aktivititen» als mogli-
che Forschungsfragen vorgegeben werden.

Geniigende bis gute Leistungen zeichnen sich durch systematische Beispiele und konkre-
te Vermutungen aus.

Gute bis sehr gute Leistungen erfordern dann systematische Vermutungen und auch Be-
griindungen.

Da die Impulse auf einem niedrigen Niveau beginnen und auch die Originallernaufgabe
ein tiefes Einstiegsniveau hat, sollte es den meisten Schiilerinnen und Schiilern méglich
sein, ansprechende Noten zu erzielen.
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7.3 Fragebogen
Klasse: Name: Fragebogen zur Selbsteinschéatzung

Liebe Schilerinnen und Schiler

Dieser Fragebogen steht im Zusammenhang mit zwei Aufgaben, die ich Ihnen im Laufe des Semesters
stellen mdchte. Ich mdchte untersuchen, inwieweit es méglich ist, im Mathematikunterricht der FMS
selbststandig zu experimentieren, sich also Sachverhalte zu erschliessen.

Ich mdchte Sie bitten, Ihren Namen auf dem Fragebogen zu notieren, damit ich Antworten auf dem
Fragebogen und Bearbeitungen der Aufgaben einander zuordnen kann. Die Auswertung erfolgt dann
natirlich anonym. Auch die Lehrpersonen erfahren keine Ergebnisse einzelner Schulerinnen und Schuler
Torsten Linnemann, Herbstsemester 2011

Erster Teil — Allgemeine Fragen

1 An der FMS belege ich (voraussichtlich) den Schwerpunkt GKP S
G= Gesundheit, K=Kunst, P=Padagogik, S=Soziales
Hier geht es um Ihre persénlichen Einschatzungen und Geflihle. Bitte
kreuzen Sie das Feld an, das am ehesten zutrifft.
1=trifft nicht zu, 2= trifft kaum zu, 3=trifft eher zu, 4= trifft genau zu
2.1 Wenn sich Widerstande auftun, finde ich Mittel und Wege, mich 1234
durchzusetzen.
2 o Die Losung schwieriger Probleme gelingt mir immer, wenn ich mich darum 1234
bemunhe.
2 3 Es bereitet mir keine Schwierigkeiten, meine Absichten und Ziele zu 1234
verwirklichen.
2.4 | In unerwarteten Situationen weiss ich immer, wie ich mich verhalten soll. 1234
2.5 Auch bei tberraschenden Ereignissen glaube ich, daf ich gut mit ihnen 1234
zurechtkommen werde.
2.6 Schwierigkeiten sehe ich gelassen entgegen, weil ich meinen Fahigkeiten 1234
immer vertrauen kann.
2.7 'Was auch immer passiert, ich werde schon klarkommen. 1234
2.8 Fur jedes Problem kann ich eine Losung finden. 1234
2.9 Wenn eine neue Sache auf mich zukommt, weiss ich, wie ich damit umgehen 1234
"~ kann
210 Wenn ein Problem auf mich zukommt, habe ich meist mehrere Ideen, wie ich 1234
es losen kann.
Wie wirden Sie sich selbst anhand folgender Angaben einschéatzen?
1=fast nie, 2= manchmal, 3=oft, 4= fast immer
31 Ich bin sicher, dass ich auch den schwierigsten Stoff in Unterrichtstexten 1234
"~ verstehen kann
39 Ich bin Uberzeugt, dass ich auch den kompliziertesten Stoff, den der Lehrer 1234
) vorstellt, verstehen kann.
33 Ich bin Uberzeugt, dass ich in Hausaufgaben und Klassenarbeiten gute 1234
"~ | Leistungen erzielen kann
34 Lcilntr:m Uberzeugt, dass ich die Fertigkeiten, die gelehrt werden, beherrschen 1234
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Zweiter Teil — Fragen zur Mathematik
Meine Lehrperson an der Sekundarschule hat viel — .
das Mathbu.ch eingesetzt.
1=trifft nicht zu, 2= trifft eher nicht zu,
4 3= trifft eher zu, 4= trifft zu 12 3 4
5 Nach der FMS brauche ich die Mathematik vermutlich 123 4
1= nicht, 2= eher wenig, 3= eher viel, 4= viel
6 Meine Motivation im Mathematikunterricht ist 1234
1= klein, 2= eher klein, 3= eher gross, 4= gross
Wie wurden Sie sich selbst anhand folgender Angaben einschatzen?
1=trifft nicht zu, 2= trifft eher nicht zu, 3=trifft eher zu, 4= trifft zu
In Mathematik bin ich sicher, dass ich auch den schwierigsten Stoff verstehen
71 ann 1234
79 Ich bin Gberzeugt, dass ich auch den kompliziertesten Stoff, den der Lehrer in 1234
) Mathematik vorstellt, verstehen kann.
73 Ich bin Gberzeugt, dass ich in Hausaufgaben und Prifungen in Mathematik 1234
"~ gute Leistungen erzielen kann.
74 Ich bin Gberzeugt, dass ich die Fertigkeiten, die in Mathematik unterrichtet 123 4
" werden, beherrschen kann.
Wie sicher glauben Sie, folgende Mathematikaufgaben l6sen zu kénnen?
1=gar nicht sicher, 2= nicht sehr sicher, 3=sicher, 4= sehr sicher
Anhand des Zugfahrplanes ausrechnen, wie lange die Fahrt von einem Ort zu
81 . . 1234
einem andern dauern wirde.
8.2 Ausrechnen, wie viel billiger ein Fernseher bei 30% Rabatt ware. 1234
83 Ausrechnen, wie viele Quadratmeter Fliesen du brauchtest, um einen 1234
"~ Fussboden damit auszulegen.
8.4 Diagramme in Zeitungen verstehen. 1234
8.5 Eine Gleichung wie 3x+5=17 lésen. 12 3 4
8.6 Auf einer Karte im Massstab 1:10'000 die tatsachliche Entfernung zwischen 1234
"~ zwei Orten bestimmen.
8.7 Eine Gleichung wie 2(x+3)=(x+3)(x-3) l6sen. 1234
8.8 Den Benzinverbrauch eines Autos berechnen. 1234
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7.4 Kategoriensystem von Leuders, Naccarella Philipp
Das Kategoriensystem aus Leuders, Naccarella, Philipp (2011)

Vorgehensweise /
Kode

Kodeliste
Kodenotiz

Beispiel

Antwort-hypo-
these

Eine Hypothese wird als Antwort auf einen Impuls/eine Frage formuliert. Be-
zieht sich auf die &uRRere Form der Generierung und kann mit anderen hypothe-
senspezifischen Kodes zusammen auftreten.

wl

I: ,,Gibt’s denn noch andere Zahlen die man nicht ,,gielen*~ kann?*

P: ,Ja, alle Ungeraden.”

Hypothese
formulieren

Eine Vermutung wird formuliert. Dieser Kode ist dann zu vergeben, wenn kei-
ner der spezifischeren hypothesenorientierten Kodes zugeordnet werden kann.

,»Ich denke, es werden immer Vielfache von einundneunzig sein“

Folgehypothese

Bereits bestehende Hypothese wird Ubertragen (Transferleistung - bis hin zur
Verallgemeinerung) bzw. abgeleitet.

Uberlegungen iiber 3-Ecke werden auf 4-Ecke (ibertragen.

Spezifizierungs-
hypothese

Bereits bestehende Hypothese wird genauer / scharfer formuliert.

Hyp. 1: ,,Wenn unten nicht 0 stehen miisste haben wir unendlich viele Mdgich-
keiten. fur Zahlen in der mittleren Ebene.*
Hyp. 2: ,,Ja, aber es missen zwei verschiedene Zahlen sein.”

Beispiel-orien-
tierte

Hypothese wird direkt in Anknlpfung an ein Beispiel gebildet.

,Weils ein Dreieck ist, da kann man nicht so einen Strich rein machen. Es

Hypothese muss mindestens ein Viereck sein.*
Ad-hoc- Hypothese wird intuitiv formuliert und als Grundlage/Anker fiir weitere Uber-
Hypothese legungen gen_utzt.

,,Geht nur bei geraden Zahlen®; ,,spontan; 9

Eine Vermutung wird verworfen. Das Verwerfen der Vermutung wird haufig
Hypothese nicht explizit formuliert aber daran deutlich, dass nicht wieder auf die Vermu-
verwerfen tung zuriickgegriffen wird.

,»Nein stimmt, also stimmt nicht, was ich mir gerade uberlegt habe.*

Bestatigungsbei-
spiel

Beispiel wird genutzt, um Vertrauen in eine Vermutung zu gewinnen.

,»Die Quadratzahlen gehen nicht (als Treppenzahl).” Probiert die 16.

Gegenbeispiel

Beispiel wird genutzt, um eine Vermutung zu verwerfen oder genauer zu spezi-
fizieren.

,»die 10 geht auch als Treppenzahl — also gehen auch gerade Zahlen als Trep-
penzahlen*

Versuch einer Begriindung - oft beispielorientiert. Im Begrindungsversuch
kann (muss aber nicht zwingend) eine latente Beweisidee vorhanden sein.

Begriindung Begriindung kénnen auch Uberlegungen sein, die zu Hypothesen fiihren.
,»Ich habe nie zwei Ecken oder eine Ecke. Also, es kann keine Gleichung geben
mir "zwei" oder "eins"... ,,
Beispi Ein Beispiel wird generiert, ohne dass eine der anderen Beispielgenerierungs-
eispiel h . . AU
generieren strategien zugeordnet werden kann, quasi "irgendein Beispiel" (ad hoc).
,Kann man jetzt nicht z.B. 12 nehmen oder so?*
Beispiel wird unter bestimmten Gesichtspunkten betrachtet und ist subjektiv
besonders.
ge_son_deres Beispielsweise unter asthetischen Gesichtspunkten (Schénheit), Grenzfille,
eispiel o . . o
einfaches" Beispiel, typisches Beispiel etc.
,»D3 ist ne schon ungerade Zahl*
Allgemeines Es wird versucht, ein Beispiel so verallgemeinert darzustellen, dass Strukturen

! Ein Baumchen ,,gieBen” bedeutet hier, dass bei einer multiplikativen Zerlegung einer Zahl zwei neue Zahlen aus ihr ,,wachsen.
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Beispiel deutlich hervortreten.

beliebiges n-Eck

Ein Beispiel mit einer groRen Zahl soll generiert werden. "grof3" ist sehr sub-
GroRes Beispiel jektiv.

»mach mir mal eine hoch, 80"
Kleinstes Proband wihlt ein kleinstes mogliches Beispiel als Ausgangspunkt fiir Uberle-
Beispiel gungen. Bedeutend ist hier die Betrachtung des Grenzfalls.

»1,2,3, die kleinste 3er Treppe*

Reihenfolgebei-
spiel

Beispiele werden in systematischer Reihenfolge ausprobiert.

Die Zahlen von 1 bis 20 als Zahlenbaume darstellen.

Umgebungsbei-
spiel

Die Nachbarelemente eines Beispiels werden betrachtet. Nachbarelemente lie-
gen in der ndheren Umgebung eines Beispiels (missen nicht direkt benachbart
sein).

(Im Gegensatz zum Reihenfolgebeispiel liegt hier ein Beispiel starker im Fo-
kus.)

(Hyp.: groRere Zahlen kann man héaufiger ,,gieBen*) Zahlenbaum 50 => 51/49

Vollstéandigkeits-
suche

Es werden alle Mdglichkeiten in einem Beispielbereich gesucht.

,,Auf wie viele verschiedene Weisen kann ich ein 4-Eck mit einem Schnitt in
zwei Teile schneiden?*

Eigenschaften
identifizieren

Einem Beispiel wird eine bestimmte (mathematische) Eigenschaft zugewiesen.

,» 8 ist eine (...) gerade Zahl*

Motor der Suche sind vermutete Strukturen, die in der Betrachtung von einem
oder mehreren Beispielen gesucht werden.

Struktursuche - - - - - - -
,»Aber also, wenn ich mich auf zwei begrenze, ist es halt eigentlich am ein-
fachsten, eine Struktur zu finden."

Beisi Beispiele werden geordnet / sortiert. Sortieren kann auch mental sein. Bei-

eispiele . - ; .
sortieren spiele, die bereits generiert wurden, werden nochmal betrachtet.

Rechnungen nach Ergebnissen geordnet (IRI-RIR)

Gruppenbildung

Strukturierung des Beispielbereichs.

»Kleine — mittlere — grolRe Zahlen haben unterschiedlich viele Teiler*

Stellvertreter-bei-
spiel

Einzelnes Beispiel wird exemplarisch fir eine ganze Gruppe verwendet. Zuvor
muss eine Gruppenbildung erfolgt sein.

6 als Stellvertreter flir gerade Zahlen.
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Hiermit erklare ich, dass ich diese Arbeit selbststandig verfasst und keine anderen als die angegebenen
Quellen benutzt habe. Alle Stellen, die wortlich oder sinngemass aus Quellen enthommen wurden, habe
ich als solche gekennzeichnet. Mir ist bekannt, dass andernfalls der Senat geméass Art. 20 des Statuts der
Universitat Bern vom 17. Dezember 1997 zum Entzug des aufgrund dieser Arbeit verliehenen Abschlus-

ses berechtigt ist.

Basel, im Mai 2012

Torsten Linnemann
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